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Neben  der  partiellen  Differentialgleichung  des  Potentials, 
A«<  =  0,  ist  es  vor  allen  Dingen  die  Gleichung  An -\- 1^^11  =  0, 
welche  in  der  mathematischen  Physik  von  Alters  her  und 
neuerdings  auch  bei  rein  mathematischen  Betrachtungen  eine 
hervorragende  Rolle  spielt.  Aber  unsere  Lehrbücher  geben 
über  die  wichtigen  Resultate,  welche  betreffs  dieser  Glei- 
chung gefunden  sind,  wie  insbesondere  auch  über  die  inter- 
essanten Probleme,  '  welche  an  dieselbe  anknüpfen,  nur 
mangelhafte  Auskunft.  Ich  habe  daher  Herrn  Dr.  FockelSj 
den  ich  als  besonders  sorgfältigen  Arbeiter  kannte,  veran- 
lasst, über  den  gegenwärtigen  Stand  unserer  bezüglichen 
Kenntnisse  ein  zusammenhängendes  Referat  auszuarbeiten. 
Ich  nahm  hieran  um  so  mehr  Antheil,  als  dadurch  die 
Möglichkeit  gegeben  war,  eine  Reihe  weitergehender  Ideen, 
welche  ich  in  meinen  mathematisch -physikalischen  Vor- 
lesungen der  letzten  Semester  berührt  hatte  und  deren 
Ausgestaltung  ich  kaum  selbst  übernehmen  kann,  an  ihrem 
Platze  zur  Sprache  zu  bringen.  Dass  auch  Herr  Dr.  Fockels 
selbst  in  seine  Darstellung  verschiedentlich  neue  Entwicke- 
lungen  eingeschaltet  hat,  wird  der  Kundige  leicht  erkennen. 
Möge  die  kleine  Schrift,  welche  wir  hiermit  dem  Publikum 
übergeben,  in  ihrer  anspruchslosen  Form  manchem  Mathe- 
matiker und  mathematischen  Physiker  willkommen  sein! 

Göttingen,  2.  September  1890. 

F.  Klein. 
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Die  partielle  Differentialgleichung  des  Potentials,  AV=  0, 
ist  wegen  ihrer  grossen  Wichtigkeit  für  die  verschiedensten 
Gebiete  der  Physik  einerseits  und  wegen  ihrer  Bedeutung  für 
die  Functionentheorie  andererseits  in  diesem  Jahrhundert  der 
Gegenstand  ausserordentlich  zahlreicher  mathematischer  Unter- 
suchungen gewesen,  und  es  fehlt  auch  nicht  mehr  an  zu- 
sammenhängenden Darstellungen  der  Theorie  ihrer  Lösungen, 
wie  solche  mehr  oder  weniger  vollständig  in  den  Vorlesungen 
und  den  Werken  von  Dirichlet,  C.  Neumann,  F.  Neumann j 
HarnacTij  ClausiuSy  Betti,  Mathieu  enthalten  sind;  auch  eine 
ziemlich  vollständige  historische  Uebersicht  der  auf  dieses  Ge- 
biet bezüglichen  Arbeiten  ist  von  BacJiarach^)  geliefert  worden. 
Es  wäre  nun  gewiss  wünschenswerth,  in  ähnlicher  Weise  nach 
der  mathematischen  Seite  ausgebildete  Theorieen  für  andere  in 
der  mathematischen  Physik  vorkommende  partielle  Differential- 
gleichungen zu  besitzen.  Unter  den  letzteren  kommt  in  erster 
Linie  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

Au  +  Ic^u  =  0 
in  Betracht,  sowohl  wegen  ihrer  hervorragenden  Wichtigkeit 
für  zahlreiche  physikalische  Probleme,  als  auch  weil  sie  als 
die  nächste  Verallgemeinerung  der  Potentialgleichung  an- 
gesehen werden  kann.  Mit  dieser  Differentialgleichung  haben 
sich  in  den  letzten  drei  Jahrzehnten  zahlreiche  Mathematiker 
und  Physiker  beschäftigt;  allein  es  existirfc  noch  keine  zu- 
sammenfassende Darstellung  der  in  diesen  Arbeiten  zerstreuten 
Resultate.  Daher  habe  ich.  auf  Anregung  und  unter  An- 
leitung von  Herrn  Prof.   F,  Klein  versucht,   im   Folgenden 

*)  Bacharach:  Geschichte  der  Fotentialtheorie.  Göttingen,  Vanden- 
hoeck  u.  Ruprecht.   1883. 
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eine  solche  Uebersicht  zu  geben,  verbunden  mit  der  Andeu- 
tung neuer  Gesichtspunkte  für  die  weitere  Ausbildung  der 
Theorie.  Diese  neuen  Ideen  wurden  grösstentheils  von  Herrn 
Prof.  Klein  in  seinen  in  den  Jahren  1888 — 90  zu  Göttingen 
gehaltenen  Vorlesungen  über  „Potentialtheorie"  „partielle 
Differentialgleichungen  der  Physik"  und  „Lame'sche  Functio- 
nen" ausgesprochen  (an  den  betreffenden  Stellen  der  vor- 
liegenden Schrift  ist  diese  Quelle  durch  ein  in  Klammer 
gesetztes  K  angedeutet). 

Es  sollen  nun  im  Folgenden  ausser  der  Differentialgleichung 
(1)  Au  +  k^u  =  0, 

worin  A  den  zweiten  Differentialparameter  und  k  eine  Con- 
stante  bezeichnet,  welche,  wo  nichts  Besonderes  darüber  ge- 
sagt wird,  sowohl  reell  als  auch  rein  imaginär  sein  kann, 
auch  noch  solche  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  in  den  Bereich  der  Untersuchung  gezogen 
werden,  welche  eine  analoge  physikalische  Bedeutung  haben^ 
wie  die  obige,  und  sich  von  derselben  nur  dadurch  unter- 
scheiden, dass  an  Stelle  von  Au  ein  allgemeinerer,  im  Theil  I 
näher  angegebener  Differentialausdruck  steht,  und  dass  ]c^ 
noch  mit  einer  willkürlichen  Function  der  unabhängigen 
Variabein  multiplicirt  ist.  Die  Anzahl  der  unabhängigen 
Variabein  soll  auf  höchstens  drei  beschränkt  werden,  so  dass 
u  als  Function  der  Coordinaten  in  einem  Raumgebiete  von 
1,  2  oder  3  Dimensionen  betrachtet  werden  kann.  Stellen- 
weise werden  die  Untersuchungen  nur  für  zweidimensionale 
Gebiete  vollständig  durchgeführt  werden,  einmal  weil  die 
Verallgemeinerung  für  den  Fall  von  drei  Dimensionen  meistens 
ohne  Weiteres  zu  übersehen  ist,  sodann  auch,  weil  der  Fall 
von  zwei  Dimensionen  in  mancher  Hinsicht  besonderes  In- 
teresse darbietet. 

Für  die  Sätze,  welche  bisher  über  die  Lösungen  der  er- 
wähnten Differentialgleichungen  aufgestellt  worden  sind,  fehlen 
in  den  meisten  Fällen  noch  die  mathematischen  Beweise,  und 
sie  können  nur  durch  physikalische  Gründe  plausibel  ge- 
macht werden.  Dementsprechend  soll  in  der  folgenden  Ent- 
wicklung  überhaupt   immer   die  physikalische  Erfahrung  als 
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leitender  GesicMspmtM  gelten,  welcher  zur  Aufstellung  von 
Sätzen  führt,  für  die  natürlich  später  noch  die  Beweise  zu 
erbringen  sein  w^erden.  Dieser  Gedankengang  ist  auch  in 
Bayleigh's  „Theory  of  Sound"  innegehalten,  einem  Werke, 
welches  das  reichhaltigste  Material  zur  Theorie  der  Differen- 
tialgleichung Aw  +  Ä;^w  =  0  enthält  und  demgemäss  bei  der 
vorliegenden  Darstellung  auch  in  erster  Linie  benutzt  wor- 
den ist*). 

Die  physikalischen  Probleme,  bei  welchen  unsere  Diffe- 
rentialgleichung auftritt,  verlangen  gewöhnlich  nebenbei  die 
Entwickelung  einer  willkürlichen  Function  nach  bestimmten 
Lösungen  u  von  Differentialgleichungen  unseres  Typus,  in 
welchen  ¥  eine  Reihe  verschiedener  Werthe  besitzt.  Die  so  ent- 
stehenden Reihenentwickelungen  sollen  aber  im  Folgenden  von 
der  näheren  Betrachtung  ausgeschlossen  und  höchstens  ge- 
legentlich kurz  erwähnt  werden,  da  sie  ja  eigentlich  nicht  zum 
Gegenstande  der  Untersuchung  gehören.  —  Da,  wie  gesagt, 
immer  von  der  physikalischen  Bedeutung  der  Differentialglei- 
chung und  ihrer  Lösungen  ausgegangen  werden  soll,  so  schien 
es  zweckmässig,  auf  den  Abschnitt  über  die  Entstehung  der 
Differentialgleichung  zunächst  die  Betrachtung  der  eben  er- 
wähnten „ausgezeichneten  Lösungen",  welche  sich  bei  den  wich- 
tigsten physikalischen  Problemen  zuerst  darbieten,  folgen  zu 
lassen  und  dann  erst  zu  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  In- 
tegrale und  zu  den  allgemeinen  Integrationsmethoden  (in  den 
Theilen  III  und  IV)  überzugehen.  Diese  Reihenfolge  empfiehlt 
sich  übrigens  auch  schon  deshalb,  weil  bei  jenen  allgemeinen 
Untersuchungen  die  Existenz  der  „ausgezeichneten  Lösungen" 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden  muss.  —  Die  Betrachtungen 
der  Theile  III  und  IV  bilden  das  Analogon  zur  gewöhnlichen 
Potential theorie;  daher  werden  wir  deren  Sätze  häufig  zum 
Vergleich  heranziehen  und  ihre  allgemeinen  Integrations- 
methoden im  IV.  Theile  in  einem  besonderen  Paragraphen 
kurz  besprechen. 


*)  Theory    of  Sound,    deutsch    übersetzt    von    Neesen,    Braun- 
schweig 1880. 


I.  Theil. 
Vorkommen  der  Diiferentialgleiclmng. 

A.   Entstehung  in  der  Physik. 

§  1.  Indirectes  Auftreten. 
In  der  Physik  gelangt  man  zur  Differentialgleichung 
Aw  +  ¥n  =^  0 
(und  zu  verwandten)  in  den  weitaus  meisten  und  wichtigsten 
Fällen  dadurch,  dass  man  für  eine  Function  des  Ortes  und 
der  Zeit,  welche  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  genügt,  hinsichtlich  ihrer  AhhängigJceit  von 
der  Zeit  t  einehestimmte  Annahme  macht^  nämlich  sie  gleich 
dem  Producte  aus  einer  trigonometrischen  oder  Exponential- 
function  von  t  und  einer  Function  der  Coordinaten  setzt, 
welche  letztere  dann  der  hier  zu  betrachtenden  Gleichung 
genügen  muss.  Bei  der  einen  Classe  von  Problemen,  nämlich 
denjenigen,  bei  welchen  es  sich  um  unendlich  kleine  freie 
Schwingungen  continuirlicher  Körper  handelt  (a,  b,  c  der  unten 
folgenden  Aufzählung),  führt  man  als  von  der  Zeit  abhän- 
gigen Factor  eine  trigonometrische  Function  der  Zeit  ein,  weil 
man  nach  Analogie  der  Fourier'schen  Reihenentwickelung  als 
sicher  annimmt,  dass  die  allgemeinste  solche  Schwingungs- 
art eine  Ueberlagerung  unendlich  vieler  harmonischer j  d.  h. 
durch  trigonometrische  Functionen  von  t  darstellbarer  Schwin- 
gungen ist.  Diese  Annahme  findet  eine  Bestätigung  in  dem  von 
G.  S.  Ohm^)  und  H.  v.  Helmholtz"^"^)  aufgestellten  akustischen 
Erfahrungssatze,  dass  jeder  von  irgend  einem  schwingenden 
Körper  erzeugte   Klang   eine   Ueberlagerung  einfacher  Töne 

*)  G.  S.  Ohm:  Pogg.  Ann.  59,  ,513-65,  1843;    G2,  1  —  18,   1844. 
=**)  H.  V.  Helraholtz:  Poc?g.  Ann.  108,  280—290.  1859. 
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ist,  und  dass  ein  einfacher  Ton  stets  von  einer  harmonischen 
Schwingung  hervorgebracht  wird. 

Dass  man  bei  Problemen  der  nicht  stationären  Wärme- 
leitung die  Abhängigkeit  von  der  Zeit  als  durch  eine  Ex- 
ponentialfunction  ausdrückbar  annimmt,  lässt  sich  nicht  durch 
einen  derartigen  Erfahrungssatz  begründen,  sondern  beruht 
wohl  nur  auf  einer  mathematischen  Analogie.  Denn  durch 
die  unmittelbare  Erfahrung  weiss  man  bei  dem  Problem  der 
Wärmeleitung  nur,  dass  nach  hinreichend  langer  Zeit  ein 
merklich  stationärer  Zustand  eintritt,  und  ferner,  dass  die 
Temperatur  eines  sehr  kleinen  Körpers,  der  frei  Wärme  aus- 
strahlt, nach  einer  geometrischen  Proportion  sinkt. 

Endlich  giebt  es  auch  gewisse  Probleme  der  Potential- 
theorie (cf.  e  und  f),  bei  welchen  man  über  die  Abhängigkeit 
einer  Potentialfunction  V  von  der  einen  Eaumcoordinate  eine 
solche  Annahme  macht,  dass  V  als  Function  der  beiden  an- 
deren Coordinaten  einer  Differentialgleichung  von  der  hier 
zu  betrachtenden  Form  genügt. 

a.  Wenn  man  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Function  u 
von  nur  einer  Coordinate  abhängt,  nur  eine  gewöhnliche  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  erhält,  so  ist  es  doch 
für  das  Verständniss  des  Folgenden  von  Nutzen,  diesen  Fall 
kurz  mit  zu  behandeln  und  demnach  mit  dem  berühmten 
ProUeme  der  schwingenden  Saite  zu  beginnen. 

Ist  die  Saite  in  der  Ruhelage  parallel  der  ^-Axe,  be- 
zeichnet w  die  transversale  Verrückung  irgend  eines  Punktes, 
welche  für  alle  Punkte  in  einer  festen  Ebene  stattfinden 
möge,  ferner  p  die  Spannung  und  q  die  Masse  der  Längen- 
einheit, so  ergiebt  sich,  da  die  kinetische  Energie  durch 

0 

die  potentielle  (bezogen  auf  die  Ruhelage)  durch 


gegeben  ist  (wo  l  die  Länge  der  Saite  bezeichnet),  aus  dem 
Hamilton'schen  Princip  die  Bewegungsgleichung: 


Ueber  die  Gleichung:  Au  -\-  k^u  =  0. 


d^w d    /    dw\ 

Macht  man  nun  den  Ansatz 

w  =  ^«  Un  .  sin  ^{t—  tn)  =  ^  Un  .  sin  — — , 

n  n 

SO  erhält  man  für  w„(a?)  die  Differentialgleichung 

(^)  •      ^(*S)  +  ^^«»  =  0' 

welche  in  dem  speciellen  Falle,   wo  p  und  q  constant  sind, 
die  Form 

5  +  h'u„  =  0 

annimmt.  Letztere  Form  tritt  auch  auf  beim  Problem  der 
Luftschwingungen  (siehe  unten),  sofern  die  Bewegung  nur 
parallel  der  x-Axe  erfolgt,  also  etwa  bei  den  Schwingungen 
der  Luft  in  einer  unendlich  dünnen  Rohre.  Dabei  kann  x 
aber  auch  die  längs  irgend  einer  Curve  gemessene  Bogen- 
länge sein,  da  die  Gleichung  unverändert  bleibt,  wenn  die 
Röhre  beliebig  gekrümmt  ist.  Denselben  Fall  unter  Be- 
schränkung auf  eine  ebene  Curve  kann  man  sich  übrigens 
auch  bei  der  Saite  dadurch  realisirt  denken,  dass  dieselbe 
über  eine  Cy linderfläche  ausgespannt  ist,  welche  so  glatt  ist, 
dass  die  Reibung  die  transversalen  (d.  h.  den  Erzeugenden 
der  Fläche  parallelen)  Schwingungen  der  Saite  nicht  hemmt. 
Das  einfachste  und  zur  Veranschaulichung  geeignetste 
Beispiel,  bei  welchem  eine  der  Differentialgleichung 

Au  +  h^u  =  0 

genügende  Function  von  ^wei  Veränderlichen  vorkommt,  bieten 
die  transversalen  Schwingungen  einer  gespannten  Membran  dar. 
Die  Membran  liege,  wenn  sie  sich  in  ihrer  Ruhelage  be- 
findet, in  der  X  F-Ebene  und  besitze  die  Flächendichtigkeit  (>, 
während  sonst  die  eben  eingeführten  Bezeichnungen  beibe- 
halten werden.    Dann  ist  die  kinetische  Energie 

die  potentielle 
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wo  die  Doppelintegrale  über  die  ganze  von  der  Membran 
bedeckte  Fläche  zu  erstrecken  sind.  Hieraus  ergiebt  sich 
wieder  mittelst  des  Hamilton'schen  Principes  in  leicht  er- 
sichtlicher Weise  die  Bewegungsgleichung: 

^  dt^  ~  dx  V  dJ  "*"  dy  \^  dyJ  ' 
und  wenn  man  wieder  die  Annahme  einführt,   dass  w  eine 

Summe  von  der  Form    ^n  Un  .  sin sei ,    so    muss    die 

Function  Un  (x,  y)  der  partiellen  Differentialgleichung 


(B) 


dx  \^  dx)    *    dy  v^  dy^ 
genügen^  welche  im  Falle   constanter  Spannung  und  Dichte 
die  mit  (1)  identische  Form 

annimmt. 

(Veränderliche  Spannung  der  hier  betrachteten  Art  ist 
durch  Einwirkung  äusserer  Kräfte,  z.  B.  der  Schwere  bei  einer 
in  einer  verticalen  Ebene  ausgespannten  Membran,  möglich.) 

Eine  noch  allgemeinere  Differentialgleichung  erhält  man, 
wenn  man  annimmt,  dass  die  Spannung  in  verschiedenen 
Bichtungen  verschieden  ist;  es  giebt  dann  zwei  zu  einander 
senkrechte  Richtungen  X\  Y'j  in  welchen  die  Spannung  ein 
Maximum  p^  bezw.  Minimum  ^2  erreicht.  Die  Richtungscosi- 
nus dieser  Richtungen  bezogen  auf  X,  Y  sollen  als  unab- 
hängig vom  Orte  angenommen  und  mit  a,  ß  bezw.  —  ß,  a 
bezeichnet  werden.  Dann  lautet  die  Differentialgleichung 
für  Un'. 

dy 
oder 

d^u„    _    _        d^u^     .  d'^u^    .    /Fjn.,     .    a_pjg\  du^ 


du^ 


w„  =  0 


Äi 


dy' 


dy  I  dx 


du^ 


^Kt^'t^   ^   dyl  dy  ^  x^  ^^  ~~  ^' 


\  dx 


8  Ueber  die  Gleichung:  Au  -{-  Ic'^u  ==  0. 

worin 

Pn=Py+P2ß^^       P22=Plß'  +Ä«';        Pl2  =  (i>2  —Pi)(^ß 

ist.     Es  ist  in  diesem  Falle 

JJ  '^'  r"(»^^  +  ^'^  ^  '»1^  +*^'  (^)  1  ^^' 

aus  der  Bedeutung  von  p^^^  P22  und  j^^g  i^^  unmittelbar  klar, 
dass  man  durch  eine  einfache  Drehung  des  Coordinaten- 
systems  das  Glied  mit  p^g  ^^^  Verschwinden  bringen  kann. 
Uebrigens  Hesse  sich  auch  eine  Anordnung  denken,  durch 
welche  man  den  Fall,  wo  a  und  ß  Functionen  des  Ortes 
sind,  realisiren  könnte;  man  stelle  sich  etwa  eine  Membran 
vor,  welche  feine  Eisentheilchen  einschliesst  und  sich  so  in 
einem  magnetischen  Felde  befindet,  dass  die  Kraftlinien  parallel 
zur  Ebene  der  Membran  verlaufen.  Die  Differentialgleichung 
hätte  dann  ebenfalls  die  Form  (C)  und  würde  sich  in  diesem 
Falle  durch  Einführung  krummliniger  Coordinaten  auf  die 
Form  (B')  reduciren  lassen.     (Vergl.  unten.) 

Ein  zweites  wichtiges  Problem  der  Kategorie  a.,  bei 
welchem  die  Differentialgleichung  (1)  auftritt,  ist  dasjenige 
der  freien  Schwingungen  dünner  Luftschichten  j  wobei  die  Be- 
wegung der  Lufttheilchen  nur  parallel  den  die  Schicht  be- 
grenzenden   Flächen     stattfindet.      In    diesem     Falle    kann 

u  .  sin entweder  das  Geschwindigkeitspotential   oder  die 

Verdichtung  der  Luft  bedeuten,  und  es  ist  Ic^  =  -^-^ ,   unter 

a  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  verstan- 
den. Eine  Verallgemeinerung  ist  hier  zunächst  dadurch 
möglich,  dass  man  die  letztere  als  variabel  (z.  B.  in  Folge 
verschiedener  Temperatur)  annimmt  und  somit  F  mit  irgend 
einer  Function  der  Coordinaten  multiplicirt  in  Ansatz  bringt. 
Ausserdem  kann  man  aber  statt  einer  ebenen  Luftschicht 
eine  gekrümmte,  d.  h.  eine  von  zwei  äquidistanten  beliebigen 
krummen  Flächen  begrenzte,  betrachten ;  dann  tritt  an  Stelle 

von  ö-^  +  ä~i  der  zweite  Differentialparameter  Aw  in  krumm- 
linigen Coordinaten  p,  q  und   die  Differentialgleichung  wird : 
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(^  du        TTT^w]  f        jpcu    .     j^,du] 

gj?        gg    I.  A  ^p         ^g 

worin  £',  i^,  (r  die  bekannten  Gaussischen  Grössen  sind. 

Die  vorstehende  Form  der  Gleichung  ist  dieselbe,  welche 
im  allgemeinsten  Falle  bei  der  Membran  gilt  (C). 

Die  Annahme  variabeler  Dicke  der  Schicht  hat  keine 
weitere  wesentliche  Verallgemeinerung  zur  Folge. 

Dagegen  kann  hier,  wie  bei  allen  Schwingungsproblemen, 
in  der  Differentialgleichung  noch  ein  von  u  unabhängiges  Gliedj 
eine  beliebige  Function  der  Coordinaten,  hinzutreten,  wenn 
nämlich  auf  alle  Punkte  des  schwingenden  Systems  stetig 
vertheilte  äussere  Kräfte  wirken,  welche  sich  überall  wie 
eine  und  dieselbe  trigonometrische  Function  der  Zeit  ändern. 
In  diesem  Falle,  den  man  sich  am  besten  bei  einer  Mem- 
bran realisirt  denken  kann  ( —  z.  B.  indem  dieselbe  durch 
Schwingungen  der  umgebenden  Luft  in  Bewegung  gesetzt 
wird  — ),  ist  ¥•  von  vornherein  bestimmt,  da  die  Periode  der 
Schwingungen  mit  derjenigen  der  Kraft  übereinstimmen  muss. 
Endlich  sei  hier  auch  gleich  erwähnt,  dass  bei  der  schwin- 
genden Membran  eine  Vorrichtung  denkbar  wäre,  bei  welcher 
in  allen  Punkten  der  Verrückung  proportionale  Kräfte  an- 
greifen; dann  würde  der  mit  u  multiplicirte  Ausdruck  die 
Form  li^f  +  F  haben,  worin  f  und  F  irgend  welche  Func- 
tionen der  Coordinaten  sind. 

Die  unendlich  Ideinen  Schwingungen  luft förmiger  Körper 
in  dreidimensionalen  Raumgehieten  hängen  bekanntlich,  wenn 
die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentiales  0  vorausgesetzt 
wird,  von  der  Differentialgleichung 

^  =  «^  Act) 

ab,  oder  allgemeiner,  wenn  äussere  Kräfte  mit  dem  Potential 
P  einwirken,  von  der  Gleichung 

d^<t>        dP    .      ... 
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Für  die  Verdichtung  s  =  -^yP ^j   gilt,    wenn  AP  =  0 

ist,  immer  die  Gleichung  ^j^  =  a^As. 

Setzt  man  nun  hier,  falls  äussere  Kräfte  fehlen,  auf  Grund 

der  Ueberlegung  auf  S.  4,  oder  wenn  solche  vorhanden  sind,  die 

t  —  t^        ..                                                    *— *« 
überall  wie  cos variiren,   also   etwa  durch  Q  cos 

n  n 

dargestellt  werden,   aus   dem   auf  voriger  Seite   angeführten 

Grunde  <\>  =  Un  .  sin  ,  so  erhält  man  für  i/„  im  ersten 

Falle  die  Differentialgleichung: 

Aw«  +  -i^  w„  =  0 , 
"  ^ro- 
und im  zweiten  Falle: 

(E)  A«„-^  +  ^«„  =  0. 

Die  Grösse  a,  welche  physikalisch  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Schalles  bedeutet,  kann  als  Function  der  Coor- 
dinaten  betrachtet  werden,  indem  man  etwa,  wie  schon  oben 
erwähnt,  die  Temperatur  der  schwingenden  Luftmasse  als 
variabel  annimmt;  auch  kann  dieser  Fall  dadurch  realisirt 
werden,  dass  verschiedene  Gase  ungleichmässig  gemischt 
sind.  — 

b.  Die  Schwingungen  elastischer  fester  Körper  hängen  von 
den  Differentialgleichungen  ab: 

g—  =  ^Au+{X  +  ^)^, 

9-^  =  1^^^  +  y^  +  N-^? 

wo  u,  V,  w  die  Verrückungen  parallel  den  Coordinatenaxen, 
8  die  cubische  Dilation,  q  die  Dichte,  A  und  ft  die  Elasti- 
citätsconstanten  bezeichnen. 

u^  V,  w  lassen  sich  nun  durch  vier  andere  Functionen  aus- 
drücken, welche  Differentialgleichungen  von  der  Form 

^  =  a^A0 
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genügen.  Man  kann  nämlich,  wie  SMes"^)  und  Clehsch'^*) 
gezeigt  haben,  die  allgemeinsten  Lösungen  für  u,  Vj  w  in 
der  Form  darstellen: 

_dP    ,dJW  _  dV  dP    ,     du        dW 

'^^~  dx  "^    dy  dz  '      ^  ■"  dy  "^    dz  dx  ' 

'^  "  dz  ~^   dx         dy' 
wo  nun  für  P  die  Differentialgleichung 

für  U,    V,   W  dagegen  die  Differentialgleichung 

bestehen  muss. 

Die  letztere  Gleichung  gilt  insbesondere  auch  für  jede 
einzelne  Yerrückungscomponente  in  einem  incompressibelen 
Medium,  z.  B.  dem  Aether.  (Auch  die  elektromagnetische 
Lichttheorie  führt  auf  Differentialgleichungen  derselben  Form.) 
Specielle  Fälle  der  obigen  allgemeinen  elastischen  Bewegungs- 
gleichungen   sind    auch    die  Differentialgleichungen  von   der 

Form  ^  ==  a^  0-1 ,  welche  für  die  Torsions-  und  (näherungs- 

0 1  V  X 

weise)  für  die  Longitudinal-Schwingungen  von  Stäben  gelten. 

Durch  die  Annahme  harmonischer  Schwingungen  gelangt 
man  in  allen  Fällen  wiederum  zur  Differentialgleichung  (1). 

Wenn  man  bei  den  unter  a.  und  Ib.  erwähnten  Proble- 
men für    0   die    Summe    zweier    (oder    mehrerer)    Lösungen 

von  der  Form  Un  .  cos und  tin  .  cos setzt,    wo    m„ 

und  u'n  derselben  Differentialgleichung  Au  -{-  Tclu  =  0  ge- 
nügen, so  erhält  man  einen  Schwingungszustand,  welcher 
fortschreitenden  Wellen  entspricht;  insbesondere  erhält  man 
gleichmässig  fortschreitende  Wellen,  wie  man  sie  in  der  Optik 

betrachtet,  wenn  t'n  =  tn  -^-^  r  ist.    Demnach  bietet  die  Be- 


*)  G.  G.  Stokes:   On  the  dynamical  theory  of  diffraction.    Trans. 
Cambridge  phil.  See.  IX,  1.  1849.     Math.  Phys.  Papers  II,  p.  258—9. 

**)  A.  Clebsch :  Ueber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche.    Crelle's 
Journal  Bd.  LXI.  195—263.    1863. 
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Handlung  fortschreitender  Wellen  keine  neuen  Schwierigkeiten 
dar,  wenn  man  die  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1) 
für  den  betrachteten  Raum  ( —  auch  in  geschlossenen  Räumen 
sind  in  besonderen  Fällen  „fortschreitende  Wellen"  möglich — ) 
kennt.  Dagegen  sind  Wellen,  welche  in  einem  vorher  in 
Ruhe  befindlichen  Medium  erst  in  der  Ausbreitung  begriffen 
sind,  bei  welchen  also  die  Bewegung  des  einzelnen  Punktes 
keine  rein  periodische  Function  der  Zeit  ist,  von  unserer 
Betrachtung  gänzlich  ausgeschlossen.  — 

c.  Für  die  transversalen  Schwingungen  elastischer  Platten 
gilt  die  Gleichung 

also,  wenn  man  tv  =  u  .  sin —  setzt, 

AAu n  =  0     oder     AAu  —  ¥u  =  0. 

Man  kann  nun  schreiben 

AAu  —  Ic^u  =  A{Au  —  h^u)  +  h^  {Au  —  k^u) 
=  A  (At«  +  h^u)  -  ¥  {Au  +  l^u) , 
woraus  ersichtlich  ist,  dass  man  der  Differentialgleichung 
AAu  —  h^u  ==  0  genügen  kann,  wenn  man  u  =  au'  +  a'u" 
setzt  und  u  der  Gleichung  Au  — ]c^u=Oy  u"  der  Glei- 
chung Au  +  li^u"  =  0  unterwirft.  Insofern  gehört  also 
auch  dieses  Problem  zu  denjenigen,  bei  welchen  unsere 
Differentialgleichung  eine  Rolle  spielt. 

d.  Die   Differentialgleichung  der   Wärmeleitung  in    iso- 
tropen Körpern  lautet 

dV  9    A 

Tt  =  '*'^^' 
wo  V  die  Temperatur  und  a^  die  Wärmeleitungsfähigkeit  %  divi- 
dirt  durch  das  Product  aus  Dichte  p  und  specifischer  Wärme 
c  ist.  Dieselbe  Differentialgleichung  tritt  auch  noch  in  an- 
deren Gebieten  der  Physik  auf,  z.  B.  bei  der  Diffusion  und 
bei  der  Ausbreitung  elektrischer  Ströme  in  unbegrenzten  Lei- 
tern durch  Selbstinduction.  —  Dieser  Differentialgleichung  sucht 

man  durch  den  Ansatz  t_ 

V  =  ^«  Un'  e 
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zu  genügen;  wie  man  dazu  kommt,  wurde  schon  oben  (S.  5) 
angedeutet.     Es  ergiebt  sich  dann  für  Un  wieder: 

Atin  -\ — i—  Un  =  0. 

n 

Natürlich  kann  auch  hier  a^  variabel  sein,  wenn  dies  von 
der  Dichte  und  specifischen  Wärme  gilt;  auch  ist  dieselbe 
Verallgemeinerung  der  Differentialgleichung,  welche  für  den 
Fall  von  zwei  Dimensionen  bei  der  Membran  besprochen 
wurde,  hier  dadurch  möglich,  dass  man  die  Wärmeleitungs- 
fähigkeit als  veränderlich  mit  dem  Orte  und  der  Richtung, 
also  den  Körper  als  inhomogen  und  krystallinisch  annimmt. 
Die  so  erhaltene  Differentialgleichung  hat  die  Form: 


"T"  ^^i2  ^^^y  ~r  \dx  '^    dy  '^     dz  I  dx 

(F)  I    /^^    I    ^22    I    1^\  ^ 

'    \  ^rc     '     ^2/  dz  J  dy 

'^  \  dx  ^   dy  '^    dz  )  dz  '^    t^ 

Die  vorstehende  Form,  welche,  falls  u  von  nur  zwei  Coordi- 
naten  abhängt,  mit  (C)  und  (D)  übereinstimmt,  nimmt  auch 

die  Differentialgleichung  A«^  -| — ^  tt  =  0  bei  Einführung  all- 
gemeiner 'krummliniger  Coordinaten  an. 

Natürlich  sind  hier  auch  solche  Fälle  denkbar,  wo  u 
nur  von  zwei  Coordinaten  oder  von  einer  Coordinate  abhängt. 
Bei  eindimensionalen  Gebieten  (Drähten)  gilt  dieselbe  par- 
tielle Differentialgleichung  übrigens  für  das  eleMrische  Po- 
tential, wenn  ein  galvanischer  Strom  im  Entstehen  ist  (Aus- 
breitung des  Stromes  in  Kabeln). 

Bei  der  nicht  stationären  Wärmeleitung  in  Platten  oder 
Drähten  kann  in  der  obigen  allgemeinen  Differentialgleichung 
auch  noch  ein  Glied  von  der  Form  — h{u  —  U)  hinzutreten, 
nämlich  wenn  die  Oberfläche  nach  dem  gewöhnlich  ange- 
nommenen Gesetze  (wonach  die  ausgestrahlte  Wärmemenge 
proportional    der   Temperaturdifferenz    zwischen    dem     aus- 
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strahlenden   Flächenelement   und   dem  äusseren  Medium  ist) 

Wärme   gegen  ihre   Umgebung  ausstrahlt,  und  die  Tempe- 

t 
ratur   der  letzteren  durch    üe     *«  gegeben  ist,  d.  h.  räumlich 

beliebig  vertheilt    ist    und    mit    der    Zeit    überall    im    Ver- 

_  t 
hältniss  e  ^n  sinkt.  Die  Grösse  h  bedeutet  das  äussere 
Wärmeleitungs-  oder  Ausstrahlungsvermögen  und  ist  daher 
stets  positiv y  kann  aber  sonst  eine  beliebige  Function  der 
Coordinaten  sein.  —  In  diesem  Falle  ist  r„,  also  auch  der 
Factor  von  u  in  der  Differentialgleichung,  von  vornherein 
gegeben,  wie  bei  den  erzwungenen  Schv^ingungen  von  Mem- 
branen u.  s.  w.  — 

e.  Wie  schon  erwähnt,  können  Differentialgleichungen 
der  hier  betrachteten  Art  auch  bei  Aufgaben  der  Potential- 
theorie auftreten,  nämlich  dadurch,  dafs  man  in  die  Potential- 
gleichung A  F  =  0  (bezw.  deren  allgemeine  Form  in  ortho- 
gonalen krummlinigen  Coordinaten)  für  V  das  Product  aus 
einer  Function  der  einen  Coordinate  allein,  die  einer  be- 
stimmten gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
genügt,  und  einer  Function  der  zwei  anderen  Coordinaten  ein- 
setzt; die  letztere  Function  muss  dann  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung von  der  hier  zu  betrachtenden  Art  erfüllen. 

Die  erwähnte  allgemeine  Form  der  Potentialgleichung 
heisst,  wenn  |i,  Ig;  ^3  ^^^  krummlinigen  Coordinaten  sind, 
und  \di,^  -f-  h^d^^^  -{-  h^d^^^  das  Quadrat  des  Linienelemen- 


tes ist, 


0  = 


setzt  man  hierin  nun  z.  B. 

V=  W.  ü, 
wo    W  nur  von  I3  abhängt  und  der  Differentialgleichung 
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genügt  (wozu  die  Functionen  -j~  und  f  gewissen  Beschrän- 
kungen unterliegen  müssen),  so  ergiebt  sich: 

Durch  derartige  Particularlösungen  von  der  Form  W-  U 
kann  man  der  Differentialgleichung  des  Potentials  insbeson- 
dere'genügen,  wenn  es  sich  um  die  Lösung  der  fundamen- 
talen Potentialaufgabe,  d.  h.  um  die  Bestimmung  von  V  aus 
gegebenen  Randwerthen,  für  Räume  handelt,  welche,  allgemein 
zu  reden,  von  sechs  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  be- 
grenzt werden*).  In  diesem  Falle,  wo  |j^,  Ig?  h  ^^^  ellipti- 
schen Coordinaten  ft,  i/,  (>  sind,  und  die  Potentialgleichung 
die  Form 

annimmt,  worin 

fW  =  (^  —  ^i)(^  —  ^2)i^  —  ^3);      (^  =  ^;   ^,   9)  , 

gesetzt  ist  und  e^,  ^g,  e^  gegebene  Constanten  sind,  würde 
man  z.  B.  diejenige  Potentialfunction,  welche  auf  den  Begren- 
zungsflächen Q=Qi  und  ^  =  ^2  vorgeschriebene  Werthe  be- 
sitzt, aus  Particularlösungen  von  der  Form  E^{q).ü(^jv) 
zusammensetzen,  wo  E^  eine  Lame' sehe  Function  ist,  d.  h.  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichung 

d'E        1  fJQ)  dE       Aq-\-B  ^^^ 

dq'  "^  2  m  dQ      mQ) 

mit  passend  bestimmten  Constanten  A  und  B  genügt.  Für 
U  ergiebt  sich  dann  die  partielle  Differentialgleichung: 

(-9)  vm  r,  {vm  If ) + (9  -  f^)  vm  i  {vm  |^) 


*)  F.  Klein;  Math.  Ann.  18,  410.  1881. 
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Als  specielle  Fälle  bezw.  Grenzfälle  dieser  Differential- 
gleichung (G')  können  diejenigen  betrachtet  werden,  auf  welche 
man  bei  den  vielfach  behandelten  Potentialbestimmungen 
für  Cylinder  und  Kugelsedoren  geführt  wird.  Bei  cylindri- 
schen  (oder  prismatischen)  Körpern  benutzt  man,  um  ein 
Potential  V  darzustellen,  welches  auf  den  Grundflächen  ge- 
gebene   Werthe    hat    und    längs    der    Mantelfläche    ==  0    ist 

dV 
oder    der    allgemeinen    Bedingung    hV  -{-  -^  =  0    genügt, 

Particularlösungen  von  der  Form  ue^^^,  wo  dann  gelten 
muss : 

Andererseits  kann  man,  wenn  für  die  Mantelfläche  des 
Cylinders,  welche  parallel  der  x-Axe  sei,  die  Werthe  von  V 
gegeben  sind  und   für  die   Endflächen  eine  Grenzbedingung 

dV 
^V^-j—    -vorgeschrieben     ist,     durch     Particularlösungen 

u.smJc(x  —  Xq)  zum  Ziele  gelangen  und  hat  dann  für  u  die 
Differentialgleichung  Au  —  Wu  =  0.  Es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  diese  beiden  Fälle  bei  der  stationären  Wärmeströmung 
sehr  wohl  realisirbar  sind.  Ausserdem  erhält  man  durch 
Superposition  der  beiden  Lösungen,  von  denen  die  eine  auf 
den  Endflächen,  die  andere  auf  der  Mantelfläche  gegebene 
Werthe  besitzt  und  je  auf  dem  anderen  Theil  der  Begrenzung 
verschwindet,  die  Lösung  der  allgemeinm  Randwerthaufgabe, 
worauf  im  IV.  Theile  näher  eingegangen  werden  wird.  —  Der 
zweite  schon  erwähnte  specielle  Fall  liegt  vor,  wenn  für 
einen  Körper,  der  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen  und 
einer  beliebigen  zu  denselben  orthogonalen  Kegelfläche  be- 
grenzt wird,  die  Gleichung  A  F  =  0  so  integrirt  werden  soll, 
dass  V  auf  den  Kugelflächenstücken  vorgeschriebene  Werthe, 
auf  der  Kegelfläche  den  Werth  0  annimmt  (oder  eine  ver- 
schwindende Derivirte  nach  deren  Normale  hat).  Man  setzt 
bei  diesem  Probleme  V  aus  Particularlösungen  von  der  Ge- 
stalt r^Un  und  r~^~'^ün  zusammen,  wo  n  eine  vorläufig 
unbestimmte  Zahl  ist  und  !!„  der  partiellen  Differential- 
gleichung 
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genügen  muss.  Hier  ist  0-  die  „Poldistanz"  q)  die  „geogra- 
phische Länge";  es  sei  gleich  bemerkt,  dass  es  unter  Um- 
ständen zweckmässig  sein  kann,  andere  Coordinaten,  z.  B. 
elliptische,  auf  der  Kugel  einzuführen,  welcher  letztere  Fall 
später  erörtert  werden  wird. 

f,  Ein  hydrodynamisches  Problem,  bei  welchem  die 
Differentialgleichung  Au  -}-  ¥u  =  0  eine  Rolle  spielt,  möge 
hier,  obwohl  es  sich  der  einen  oben  besprochenen  Potential - 
aufgäbe  für  Cylinder  subsummirt,  noch  besondere  Erwähnung 
finden,  weil  es  sich  dabei  um  harmonische  Schwingungen 
handelt  und  somit  leicht  der  Anschein  erweckt  werden  kanu, 
als  ob  dasselbe  hinsichtlich  der  Entstehung  der  Differential- 
gleichung zu  der  Gruppe  der  unter  a.  bis  c.  besprochenen 
Schwingungsprobleme  gehörte.  Es  ist  das  in  dieser  Form 
u.  A.  von  Kirchhoff*)  behandelte  Problem  der  unendlich  Meinen 
Schwingungen^  welche  eine  in  einem  cylindrischen  Gefäss  mit  ver- 
ticaler  Wandung  und  horizontalem  ebenen  Boden  eingeschlossene 
Flüssigheit  unter  der   WirJcung  der  Schwere  ausführen  Imnn. 

Hierbei  wird  angenommen,  dass  ein  GeschwindigJceits- 
potential  cp  existirt.  Ist  die  ^s^-Axe  vertical  nach  oben  ge- 
richtet, und  ist  2  =  0  für  die  in  Ruhe  befindliche  Oberfläche, 
^  =  —  h  für  die  Bodenfläche,  so  muss  (p  zunächst  der 
Differentialgleichung    Aqp  =  0    und    den    Randbedingungen 

ö^  ==  0  für  2  =  —  /^,  sowie  ^  =  0  an  dem  Cy linder mantel 

genügen.  An  der  freien  Oberfläche  muss  der  Druck  coustant 
sein,  welcher  durch  die  Formel 

~  =  Const.  —  ^  —  gz 
Q  dt        ^ 

gegeben  ist;  dies  ergiebt  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen 
zweiter  Ordnung  die  Bedingungsgleichung 

Man  genfigt  nun  hier  der  Differentialgleichung  Acp  =  0  und 


*)  G.  Kirchhoff:  Mechanik  (Leipzig  1877),  S.  354—359. 

Po  ekel  8,  Differentialgleichung.  2 
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der  Grenzbedinguüg  ^-  =  0  für  ;S  =  —  h  durch  Particular- 
lösungen 

wo  tl^ix,  y)  die  Gleichung 

und  die  Grenzbedingung  ^  =  0  erfüllen  muss  (aus  welcher 

letzteren  sich  die  zulässigen  Werthe  von  h^  bestimmen). 
Endlich  geht  die  Bedingung  für  die  freie  Oberfläche  über  in 
die  gewöhnliche   Differentialgleichung 

woraus  folgt,  dass  t^  eine  trigonometrische  Function  der  Zeit 
ist,  also  die  Form  t*  cos  Äc(^  —  t')  hat;  für  u{Xj  y)  gilt 
natürlich  wieder  die  Differentialgleichung  (1). 

Es  sei  noch  besonders  hervorgehoben,  dass  k  in  allen 
in  diesem  Paragraphen  erwähnten  Fällen,  ausgenommen  e, 
stets  reell  ist. 

§  2.     Directes  Auftreten  der  Differentialgleichung 
Lu  -\-Wu  =  0   in  der  Physik. 

Physikalische  Probleme,  bei  welchen  die  Differential- 
gleichung Aw  +  Ä;^i^==0  unmittelbar y  d.  h.  ohne  Einführung 
einer  speciellen  Annahme  über  die  Abhängigkeit  einer  Func- 
tion von  der  Zeit  oder  von  einer  Coordinate,  auftritt,  giebt  es, 
soweit  mir  bekannt,  nur  zwei;  bei  beiden  ist  u  eine  Func- 
tion von  nur  zwei  Variabein  (Coordinaten  auf  einer  Fläche). 

a.  Die  horizontale  Grundfläche  eines  beliebigen  Cylin- 
ders  sei  von  einer  gespannten  Membran  gebildet,  während 
die  verticale  Mantelfläche  aus  starrem  Material  bestehe. 
Dann  wird,  wenn  der  Cylinder  bis  zur  Höhe  c  über  der 
Ebene  X,  Y  des  unteren  Randes  (der  ursprünglichen  Gleich- 
gewichtslage der  Membran)  mit  einer  Flüssigkeit  a^igefüllt 
wird,  die  Membran  eine  bestimmte  neue  Gleichgewichts- 
lage annehmen,  indem  sie  sich  ein  wenig  nach  unten  aus- 
baucht; die  dabei  stattfindende  Senkung  eines  Punktes  x,  y 
der  Membran  soll  mit  ii{Xy  y)  bezeichnet  und  als  unendlich 
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klein  betrachtet  werden.  Dabei  wird  der  auf  jedes  Fläcben- 
element   df  wirkenden,    nach    oben    gerichteten  Spannungs- 

componente,  welche  durch  p  1  ^  ds  =  pAudf  gegeben   ist, 

J  dn 

das  Gleichgewicht  gehalten  durch  das  Gewicht  der  darüber 
stehenden  Flüssigkeitssäule,  welches  =  (5{u-\- c)df  isij  wenn 
6  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  bezeichnet.  Dem- 
nach erhält  man  für  die  Function  u  von  x^  y  die  DifPeren- 
tialgleichung 

Alt  H u  A c  =  0, 

welche,  wenn  man  u'  =  u  -\-  c  einführt,  in  die  Form 

ä.u   +  ¥\i  =  0 

übergeht.  Indem  man  die  Spannung  und  Dicke  als  variabel 
betrachtet  oder  allgemeine  krummlinige  Coordinaten  einführt, 
kann  man  auch  hier  auf  eine  Differentialgleichung  von  der- 
selben Allgemeinheit  kommen,  wie  sie  die  unter  (C)  für  die 
Schwingungen  einer  Membran  aufgestellte  besitzt.  Die  Dichte 
der  Membran  ist  beim  vorliegenden  Problem  natürlich  ohne 
Einfluss. 

l).  Das  zweite  Problem  der  bezeichneten  Art  ist  das  der 
stationären  Wärmeströmung  in  einer  gegen  die  Umgehung  frei 
ausstrahlenden  Platte. 

Die  Differentialgleichung,  welche  in  diesem  Falle  für 
die  Temperatur  u  gilt,  erhält  man  aus  der  in  §  1.  d.  aufge- 
stellten einfach  dadurch,  dafs  man  tn  =  oo  setzt;  dann  wird 
nämlich  die  Temperatur  v  von  der  Zeit  unabhängig  und 
==  2JUn  =  w.     Es  ergiebt  sich  so  für  isotrope  ebene  Platten 

dK.Au  —  hiit—  £^)==0, 
worin  x  lind  h  die  frühere  Bedeutung  haben,  d  die  (sehr 
kleine)  Dicke  der  Platte  und  ü  die  in  Bezug  auf  die  Zeit  con- 
stante,  aber  längs  der  Platte  beliebig  vertheilte  Temperatur 
der  Umgebung  bezeichnet.  Wenn  letztere  überall  gleich  ist,  so 
kann  man  sie  ohne  Beschränkung  gleich  Null  setzen  und  erhält 

Au  +  k^u  =  0, 
wo  Jc^  aber  sicher  negativ^  also  7c  rein  imaginär  ist  im  Gegen- 
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Satz  zu  dem  vorhergehenden  Falle,  wo  k^  der  Natur  der 
Sache  nach  nothwendig  positiv  war.  Wenn  die  leitende  Platte 
zwar  eben,  aber  krystallinisch  und  von  variabler  Dicke  und 
Leitungsfähigkeit,  oder  wenn  sie  beliebig  gekrümmt  ist,  so 
tritt  an  Stelle  von  dxAu  der  früher  aufgestellte  allgemeine 
Differentialausdruck;  auch  der  Factor  von  u  kann  eine  be- 
liebige Function  des  Ortes  sein,  jedoch  mit  der  Beschränkung, 
nur  negative  Werthe  anzunehmen,  (da  ein  negatives  Aus- 
strahlungsvermögen h  wohl  nicht  vorkommen  kann).  Ist  u 
nur  von  einer  Coordinate  abhängig,  so  erhält  man  die  be- 
kannte gewöhnliche  Differentialgleichung  für  die  stationäre 
Wärmeströmung  in  einem  dünnen  Stabe,  dessen  Oberfläche 
frei  ausstrahlt. 

§  3.     Allgemeinste    Gleiehungsform ,    welche    bei    den   im 
Vorhergehenden  erwähnten  physikalischen  Problemen 
vorkommt. 
Die   allgemeinste  Differentialgleichung,  welche  bei  den 
besprochenen  physikalischen  Aufgaben  auftritt   und  im  Fol- 
genden in  den  Bereich  der  Betrachtung  gezogen  werden  soll, 
hat  die  nachstehende  Form; 

bei  3  unabhängigen  Variabein  (cf.  Gleichung  E  und  F): 


11  ^^2  -r  -22  -^yt  -r-  -33  ^^2  -r  --23  ^y-^^  ~r^  --31  g^^^ 
'         12  dxdy    '    \  ^^     '     dy    "•"    dz  )  dx 


^2")  ^^  dxdy    ^    \  dx     '     dy 

-  +  (  n  ,  , 

dy    ^    \  dx     ^  '        }  d 


+e^+-+--)r:+fe+-+-)'" 


-{-  au  -{-  a^  =  0 j 
bei  2  Variabein  (cf.  B,  C,  D  und  G): 

d^u  j^  ^         d^u    j_         d^u  j^  (daii    .    duiA  du 

^11  d^'  '^  ^^12  f^  -r  «22  ^2  -f-  y-j^  -h  -j^)  0^, 

(3)  +  (^^  +  ^)^ 

*    \  dx     '      dy  /  dy 

+  aw  +  «0  =  ^; 
bei  einer  Variabein  (cf.  A): 

(4)  a„  —  +  ^^  _  +  a«  +  a„  =  0. 
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>arin  können  die  Coefficienten  a^i,  a,  a^  beliebige  Functionen 
der  unabhängigen  Variabein  sein.  Meistens  wird  von  den- 
selben aber  a^  gleich  Null,  oder,  was  im  Wesentlichen  auf 
dasselbe  hinauskommt,  gleich  einer  Constanten  gesetzt  wer- 
den. Ferner  ist  hervorzuheben,  dass  in  Folge  der  physika- 
lischen Entstehung  der  Differentialgleichung  die  Coefficienten 
tthk  so  beschaffen  sind,  dass  die  quadratische  Form  Uakk^h^k 
eine  definite  ist. 


B.   Vorkommen  der  zu  betracMenden  Differentialgleichung  in 
rein  mathematischen  Arbeiten. 

§  4.     Untersuchungen   über   die    Differentialgleichung 
an  und  für  sich. 

Es  ist  hier  zunächst  eine  Reihe  von  Arbeiten  zu  erwähnen, 
in  welchen  die  oben  angeführten  allgemeinen  Differential- 
gleichungen an  sich,  ohne  Anwendung  auf  besondere  Probleme, 
untersucht  werden. 

a.  Mit  den  Integralen  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 


d  ( 


du\    .  ^ 

j  -\-  au  =^  0 , 


dxl 

auf  welche  sich  übrigens  die  allgemeinste  lineare  homogene 
Differentialgleichung  2*^'  Ordnung 

dadurch  zurückführen  lässt,  dass  man  sie  mit  dem  inte- 
grirenden  Factor  der  zwei  ersten  Glieder  multiplicirt,  haben 
sich  Sturm  und  Liouville*)  beschäftigt.  Ihre  wichtigsten 
Resultate  werden  später  Erwähnung  finden.  Dies  ist  da- 
durch zu  rechtfertigen,  dass  jene  Resultate  das  Verständniss 
der  Eigenthümlichkeiten,  welche  die  Lösungen  der  von  uns 
zu  betrachtenden  partiellen  Differentialgleichungen  darbieten, 
wesentlich  erleichtern.    Dagegen  würde  es  dem  Zwecke  dieser 


*)  Liouville's  Journ.  I,  p.  106,  253,  269,  375.  1836. 
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Schrift  natürlich  nicht  entsprecheu,  auf  die  zahlreichen  mathe- 
matischen Untersuchungen  über  specieUe  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  einzugehen. 

1).  In  neuerer  Zeit  haben  Du  Bois-Heymond,  Picard  und 
Bianchi  Abhandlungen  über  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen mit  zwei  unabhängigen  Variabein  veröffentlicht, 
worin  ausser  anderen  wichtigen  Problemen,  die  zum  Theil 
später  besprochen  werden  sollen,  die  Frage  der  Reduetion  jener 
Differentialgleichungen  auf  Normalformen  behandelt  wird. 

Du  Bois-Reymond*)  hat  gezeigt,  dass  sich  die  allgemeinste 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  2*®'  Ordnung: 

dx^    '        dxdy    '        dy^    '        dx    ^     ^  dy    ^ 
durch  Einführung  n^uer  reeller  unabhängiger  Variabein 

i^(p{x,  y),    rj^(p,{x,  y) 
stets  auf  eine  der  drei  Formen 

bringen  lässt,  und  zwar  auf  die  Form 

I,    wenn    S^  —  4.BT>0, 
II,        „        >S2-4Er=0, 
III,        „       ß^  —  4.BT<0    ist. 
Der  genannte  Mathematiker  behandelte  eingehend  nur 
die  Differentialgleichungen    des    Typus   I,    welchen   er    den 
hyperbolischen  nennt  im  Gegensatz  zum  parabolischen  Ty- 
pus II  und  zum  elliptischen  III.    Da  nun  unsere  Differential- 
gleichung  zum  elliptischen  Typus  gehört  (vergl.  die  Bemer- 
kung   am   Schlüsse   von  §  3),    so    kommt    die    Abhandlung 
Du  Bois-Beymond's  für  uns  weiter  kaum  in  Betracht. 

Dagegen  bezieht  sich  die  Untersuchung  von  Bianchi**) 

*)  Crelle's  Journal  104,  Capitel  IV  u.  V.    1889. 
**)  Kendiconti  della  R.  Accad.  dei  Lincei  V,  2,  1889,  p.  5. 
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ausschliefslich  auf  die  Differentialgleichungen  vom  elliptischen 
Typus,  und  zwar  auch  auf  nicht  homogene;  die  von  Bianchi 
betrachtete  allgemeine  Form  ist  also: 

cx^    '  dxdy  cy^    '        ex    ^    ^  cy        *       '      ^ 

worin  die  Coefficienten  nur  der  Ungleichung 

ae  >  h^ 
unterworfen    sind.      (Man   pflegt   diese    Bedingung   auch    so 
auszusprechen:  die  Charakteristiken  sollen  imaginär  sein.)    Zu- 
nächst interessiren  uns  hier  nur  die   auf  die  Beduction  der 
Differentialgleichung  bezüglichen  Resultate  BiancMs.    Führt 

man  neue  Yariabele  J,  ri  ein  und  setzt  ^  =  |i,  ö— =  |2> 
^  =  lii  u.  s.  w.,  so  werden  die  Coefficienten  der  transfor- 
mirten  Differentialgleichung: 

=  a|ii  +  2&|j2  +  CI22  +  «?i  +  ß^2, 
ß'  =  «^11  +  2&i?i2  +  ct?22  +  arj,  +  /3t?2. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  man  a  und  ß'  zum  Verschwinden 
bringen  kann,  indem  man  für  |  und  rj  irgend  zwei  Integrale 
der  partiellen  Differentialgleichung 

F(u)  =  0 
nimmt,  wobei  unter  F(u)  die  linke  Seite  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  verstanden  ist.  Durch  diese  Verfügung 
über  5  und  ri  wird  aber  natürlich  verhindert,  dass  man 
gleichzeitig  die  Coefficienten  der  zweiten  Differential quotien- 
ten  in  der  Weise  reduciren  kann,  wie  es  bei  Du  Bois-Bey- 
mond  geschehen  ist.  Man  kann  nun,  nachdem  so  F{u)  auf 
die  Form 

gebracht  ist,  einen  Multiplicator  ^  so  bestimmen,  dass 
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^     ^  ''         c^    ^     cri 
wird,  wo  (p  und  ^  homogene  lineare  Functionen  von  ^  und 

ö—  sind.     Setzt  man  nämlich 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^  und  a  die  Gleichungen 
dinc'  da        d fia   ^^  ^  d(ib' da 

~w       H'  '~dr '^  "w ~ ~d^' 

man  kann  demnach  für  ^  irgend  ein  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung 

~dV  "^      dWv  "^  ~^' 
(der   sogen,  adjungirten  Gleichung*)  zu  F(ti)  =  0)  nehmen 
und  hat  dann  zu  setzen: 

Die    Bianchi' sehe    Normalform    der    allgemeinsten    linearen 
partiellen  Differentialgleichung  (deren  elliptischer  Typus  hier- 
bei noch  nicht  in  Betracht  kommt)  ist  also: 
d    \     du    .        du  \    .      d    f /tw  \     du    ,        du\  .    ^ 

81  l«  01  +  «  gl,  1  +  ä^  U^^-«)  •  g|  +  ^-ä^}  =''«  +  *' 

WO  a,  a,  hj  c,  y,  d  beliebige  Functionen  von  |,  rj  sind. 

Bianchi  führt  die  aualoge  Transformation  auch  für  den 
Fall  durch,   dass  u  von  mehr  als   zwei  Variabein  x^  .  .  Xk  .  -  - 
abhängt.     Das  Resultat  ist,  dass  die  Differentialgleichung 
d^u       ,     "^^  _      du 
Zu  ^i'  d 
auf  die  Form 


^  ^  «.■*  ji:h,  +  2''6'  •  ^-  =  ^"  +  •* 


d     "^n        du 


2' ä<.2f"''*?^  ==''"  +  '* 


gebracht  werden  kann,  worin  im  Allgemeinen  nicht  «ti  =  «*»•  ist. 
Einer  anderen  Beschränkung  unterwirft  P/carc?die  linearen 


*)  Darboux,  Theorie  generale  des  surfaces,  Paris  1887;  §  304, 
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partiellen  Dififerentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche 
er  in  seiner  ersten  hierher  gehörigen  Arbeit  (im  Band  XII 
der  Acta  mathematica,  1889)  untersucht.  Er  setzt  nämlich 
voraus,  dass  die  Differentialgleichung  der  Ausdruck  für  das 
Verschwinden  der  ersten  Variation  eines  über  den  Bereich 
der  Function  u  zu  erstreckenden  Doppelintegrales  ist,  dessen 

Element  eine  quadratische  Form  von  w,  ö— ,  -^  mit  beliebig 

variabeln  Coefficienten  ist.     Heisst  jene   quadratische  Form 

/K\       TJ^l  ^^         ^^\  A      2      I         A'   (^'^V      I      o-D^"^^ 

+  A:'  {^Y  +  2B'«  p  +  2B"«  1^ , 

'  \dy/     '  cy    '  ox^ 

so  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  das  Verschwinden  von 

die  Gleichung 

(6)    A'f^,  +  2Bf^  +  Ä'pi  +  (^  +  ^^)P 
^  ^         dx^    '  dxdy    '  dy^    ^    \dx     ^    dyf  dx 

^\dy  ^  dx)  dy^\dx  ^  dy   —^)^  —  ^> 
welche  aus  der  BiancM sehen  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
in  letzterer  speciell  ccik  ==  cCki  (bezw.  h  =  a)  und  d'  (bezw.  d) 
=  Ö  setzt.     Damit  eine  homogene  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung 

(6)      a^,+2b^^^  +  cg^,  +  d^  +  ej^  +  fu  =  0 

ZU  dieser  Classe  gehöre,  muss  zwischen  den  Coefficienten 
eine  Bedingungsgleichung  bestehen,  nämlich 

(c(d-^  —  —]-b(e-  —  —  ~ 
a  <    \       dx      dyl        \       dx      dy 

dy^  ac  —  b^ 

!(        db      dc\      , /,      da       db\\ 
ac  —  b^  i  ' 

welche  z.  B.  immer  erfüllt  ist,  falls  die  Coefficienten  con- 
stant  sind.  Wenn  die  Coefficienten  ihr  genügen,  so  unter- 
scheiden sie  sich  von  denjenigen  Ä\  2B  u.  s.  w.  der  oben  an- 
gegebenen Gleichung  (6)  nur  um  einen  gemeinsamen  Factor 
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k  (x,  y),  der  als  Function  von  x,  y  dadurch  bestimmt  ist,  dass 

o  °      und  — ^ —  gleich  den  in  der  Bedingungsgleichung  nach 

y  bezw.  x  differentiirten  Ausdrücken  sind.  Demnach  kann 
man,  wenn  eine  Differentialgleichung  dieser  Classe  gegeben 
ist,  aus  ihren  Coefficienten  rückwärts  diejenigen  der  quadra- 
tischen Form  bestimmen,  aus  welcher  sie  sich  durch  Varia- 
tion ableiten  lässt.  Dabei  bleiben  aber  B" ,  B\  Ä  in  ge- 
wissem Grade  willkürlich,  da  sie  nur  der  einen  Gleichung 

zu  genügen  brauchen;  dies  ist  für  die  im  IV.  Theile  zu  be- 
sprechenden Untersuchungen  Picard's  von  Wichtigkeit.  Man 
sieht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  sich  die  Picard'sche 
Differentialgleichung  mit  der  von  uns  zu  betrachtenden  völlig 
deckt,  sobald  man  einerseits  in  letzterer  das  absolute  Glied 
üq  fortlässt,  andererseits  die  Coefficienten  der  Picard'schen 
Gleichung  der  Ungleichung 

ac>h^    oder    ÄÄ"  >  B^ 
unterwirft,  welche  aussagt,  dass  die  zu  Grunde  gelegte  quadra- 
tische Form  definit  ist. 

Daher  ist  es  wohl  angebracht,  auf  die  von  Picard  durch- 
geführte Transformation  dieser  Differentialgleichung  etwas 
einzugehen.  Statt  der  Differentialgleichung  selbst  transfor- 
mirt  Picard  die  zugehörige  quadratische  Form,  in  welcher 
B"  und  B'  von  vornherein  gleich  Null  gesetzt  werden  kön- 
nen. Durch  Einführung  neuer  Variabein  X,  Y  kann  man 
zunächst  den  Ausdruck 

auf  die  Form  fi  |  W^  +  (ö-^j  }  bringen.  Diese  Variabein 
X,   Y  sind  dieselben,  für  welche 

Ä'dx^—2Bdxdy  +  Ädy^ 
sich  auf  M(dX^  +  dY'^)  reducirt;  man  findet  sie  daher,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  der  Charakteristiken 
Ä"dx'  -  2Bdxdy  +  Ädy^  =  0 
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integrirfc,    deren  Integrale,  wenn   Ä' Ä'' >  B^  ist,   die  Form 
X  +  i  F  haben,  wobei 

dX  =  C{Ä"dx  —  Bdy),    dY:=C  Yä'ä"  —  B'  dy 
ist. 

Damit  die  neuen  Variabein  reell  werden,  muss  die  oben 
schon  erwähnte  Bedingung  ÄA'  —  ^^  >  0  erfüllt  sein. 

Das  Doppelintegral 

geht  jetzt  über  in 

wo  fi  und  n!  Functionen  von  X,  Y  sind,  und  dementsprechend 
die  betrachtete  Differentialgleichung  in 

o  Id^u    .     d'^uX    ,    c^  (du  3(1    ,    du  d fi\  t  a  ^ 

Führt  man  nun  statt  n  als   abhängige   Variable  u  .  ^  ==  u 
ein,  so  ergiebt  sich 

/d'u'  .  d'u\      j/d^fi  ,  av\  ,    ^  f*'l  '     A 

oder 

(8)  Au'  +  Ä;Y(X,  F)  u  ==  0. 

Damit  ist  gezeigt,  dass  sich  alle  von  uns  zu  betrach- 
tenden Differentialgleichungen  auf  die  vorstehende  einfache 
Form  bringen  lassen*),  worin  nur  noch  eine  gegebene  Func- 
tion von  X,  Y  additiv  hinzutritt,  falls  in  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  ein  solches  Glied  vorhanden  war.  Das- 
selbe gilt  im  Falle  von  drei  unabhängigen  Variabein.  Daraus 
geht  hervor,  dass  die  Betrachtung  der  Differentialgleichung 

Au  +  Jc^fu  =  0 
mit  variabelem  f  schon  unseren  ganzen  Gegenstand  umfasst, 

*)  Ein  besonderer  Fall  ist  die  von  StoJces  (Cambridge  and  Dublin 
Math.  Journ.  VI,  p.  215.  1851)  benutzte  Reduction  der  Differentialglei- 
chung für  die  Wärmeleitung  in  einem  homogenen  JcrystalUni sehen  Körper 
auf  die  Form  Au  -\-  Jc'^u  =  0  durch  Einführung  schiefwinkliger  Coordi- 
naten  und  geeigneter  Längeneinheiten,  also  durch  affine  Transformation ; 
hierbei  sind  die  Coefficienten  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
Constanten,  folglich  wird  auch  jii  nur  ein  constanter  Factor. 
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und  dass  die  über  die  Integrale  derselben  aufgestellten  Sätze 
eine  sehr  allgemeine  Bedeutung  haben.  Ist  die  ursprüngliche 
Differentialgleichung  in  der  Form 

^P  dg I     I    _^  I  ^P    '         dg l 

YEG  —  F^    J  ^2  (       YEG  —  F^       J 


'  +  ^Y(P;  2)  •  yEG  -  FKu  =  0 

gegeben,  so  sind  die  nach  dem  angegebenen  Verfahren  zu 
bestimmenden  neuen  Variabein  X^  Y  dieselben,  welche  man 
einführen  würde,  um  die  krumme  Fläche,  deren  Linienelement 

==yFdp'  +  2Fdpdq  +  Gdq^ 
ist,  auf  die  Ebene  conform  abzubilden.  Demnach  kann  man 
z.  B.  statt  der  Schwingungen  einer  gekrümmten  Luftschicht 
von  constanter  Dicke  und  Temperatur  diejenigen  einer  ebenen 
Luftschicht  von  in  bestimmter  Weise  variabeler  Temperatur 
oder  einer  Membran  von  variabeler  Dichte  betrachten. 

Hier  ist  es  wohl   am  Platze,  einige  Bemerkungen  über 
^as  Verhalten  der  Differentialgleichung 

bei  der  conformen  Abbildung  hinzuzufügen.  Die  Differential- 
gleichung  des    logarithmischen   Potentiales    ö— ^  +  k— ä  ==  0 

bleibt  bekanntlich  bei  der  conformen  Abbildung  ganz  unver- 
ändert, was  in  der  Potentialtheorie  den  grossen  Vortheil  ge- 
währt, aus  der  bekannten  Lösung  für  irgend  ein  einfach  ge- 
staltetes Gebiet  diejenige  für  ein  anderes  gegebenes  Gebiet  ab- 
leiten zu  können.  So  günstig  liegen  die  Verhältnisse  zwar  bei 
unserer  Differentialgleichung  nicht,  aber  immerhin  sind  sie 
noch  von  bemerkenswerther  Einfachheit.  Führt  man  nämlich 
neue  Variabele  x\  y'  so  ein,  dass  der  gegebene  Bereich  von 
u  in  der  XF- Ebene  auf  einen  anderen  in  der  XT'- Ebene 
conform  abgebildet  wird,  setzt  man  also 
x  +  iy  =  F{x  +iy), 
wo  F  eine  beliebige  analytische  Function  bezeichnet,  so 
ändert  sich  an  der  Differentialgleichung  weiter  nichts,  als 
dass  Wf ,u  noch  den  Factor 
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F(x  +  iy)  .  F,{x' -  iy) 
erhält*),  welcher  das  Reciprohe  des  FlächenvergrÖsserungsverhält- 
nisses  ist.  Dies  bedeutet  z.  B.  für  das  Problem  der  scbwin- 
genden  Membran,  dass  die  Lösung  der  Differentialgleichung 
ihre  Form  vollständig  beibehält,  wenn  man  das  von  der  Mem- 
bran bedeckte  Ebenenstück  auf  irgend  ein  anderes  conform 
abbildet  und  dabei  die  Dichtigkeit  so  ändert,  als  ob  die 
Flächenelemente  der  Membran  bei  unveränderter  Masse  und 
Spannung  wirklich  so  auseinandergezogen  würden,  wie  es 
der  conformen  Abbildung  entspricht.  (Die  Knotenlinien  der 
in  dieser  Beziehung  zu  einander  stehenden  Membranen  sind 
Curven,  die  sich  bei  der  conformen  Abbildung  entsprechen, 
und  die  Eigentöne  stimmen  überein.)  Demnach  kann  man 
eine  beliebige  homogene  Membran  durch  eine  andere  von 
vorgeschriebener  Begrenzung,  aber  variabeler  Dichte  er- 
setzen. Man  kann  aber  nicht  umgekehrt  das  Problem  für 
eine  heliehige  inhomogene  Membran  auf  dasjenige  für  eine 
homogene  zurückführen,  sondern  dies  ist  nur  möglich,  wenn 
die  Dichte  der  ersteren  als  Function  von  x,  y  einer  gewissen 
Bedingung  genügt.  Sind  s  und  Sq  die  Dichten  der  beiden 
einander  durch  conforme  Abbildung  entsprechenden  Mem- 
branen in  der  XY-  und  X'  Z'-Ebene,  und  soll  €q  constant  wer- 
den, so  muss,  wie  Bouth"^*)  gezeigt  hat,  f  der  Gleichung 

?!i2|i  +  ?!i£ff  =  0    oder    ^'2^^  +  ^lMJ==o 
öx^       '       öy^  ex  ^      '       cy  ^ 

genügen.  Es  folgt  dies  auch  einfach  daraus,  dass  nach  dem 
Vorhergehenden  log  e  der  reelle  Theil  einer  Function  des 
complexen  Argumentes  x  -\-  iy  oder  x  -{-  iy  ist.  —  Die  vor- 
hergehenden Bemerkungen  gelten  natürlich  mit  leicht  er- 
sichtlichen Modificationen  auch  für  die  anderen  Probleme 
(Luftschwingungen,  Wärmeströmung),  bei  welchen  die  Glei- 
chung Aw  +  li^f^x,  y)u  =  0  für  ebene  Bereiche  auftritt. 

Endlich  sei  hier  noch  hervorgehoben,  dass  hiernach  die 


*)  F^  bezeichnet  die  zu  F  conjugirte  Function. 
**)  E.  J.  Routh:  Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies.     Advan- 
ced part.  4.  Aufl.  London,  Macmillan  and  Co.  1884,  p.  333. 
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Integration  unserer  Differentialgleichung  für  correspondirende 
Gebiete  auf  einander  abwickelbarer  Flächen  genau  die  gleiche  ist. 

§  5.    Vorkommen  der  Differentialgleichung  ^n  -{-Wfu  =  0 

in  der  Minimalflächen theorie. 

Ein  mathematisches  Problem,    welches    als   Hülfsmittel 

die    Integration    einer    speciellen    Differentialgleichung    von 

der  Form  Aw  +  li^f .  u  =  0,  nämlich  derjenigen,  in  welcher 

¥f^=  .     ,     8  , — 2N2  ^st,  erfordert,   ist  die  Untersuchung  der 

zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  von  Minimalflächen- 
stücken,  ein  Problem,  welches  von  H.  Ä.  Schwarz  in  seiner 
Festschrift:  „Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts 
betreffendes  Problem  der  Variationsrechnung^'  (Helsingfors, 
1885)  behandelt  worden  ist*). 

Daselbst  wird  gezeigt,  dass  ein  Minimalflächenstück  unter 
allen  von  derselben  Randlinie  begrenzten  und  ihm  unendlich 
benachbarten  Flächenstücken  dann  wirklich  den  kleinsten 
Flächeninhalt  besitzt,  wenn  es  möglich  ist,  auf  beiden  Seiten 
des  gegebenen  Flächenstückes  eine  dasselbe  enthaltende  Schaar 
von  Minimalflächenstücken  so  zu  construiren,  dass  der  Ab- 
stand je  zweier  unendlich  benachbarter  Flächenstücke  der 
Schaar  überall  eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ord- 
nung ist,  also  insbesondere  nirgends  verschwindet. 

Man  kann  nun  nach  Schwarz  zu  einem  gegebenen  Mini- 
malflächenstücke  immer  beiderseits  eine  Schaar  benachbarter 
construiren,  von  denen  je  zwei  unendlich  benachbarte  einen 
Abstand  besitzen,  welcher  durch  das  Product  einer  unendlich 
kleinen  Constante  s  und.  einer  gewissen  Function  if^  gegeben 
ist;  für  diese  Function  ^  ergiebt  sich  aus  der  Minimal- 
flächentheorie  die  partielle  Differentialgleichung: 

d^^'^  drj''^  {1  +  ^'  +  ri'y        ^' 
worin  |,  rj  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  Ebene  be- 
zeichnen, auf  welche  das  sphärische  Bild  des  gegebenen  Mini- 

*)  Vergl.  aucb :  „Gesammelte  mathematische  Abhandlungen  von 
H.  A.  Schwarz",  Berlin,  1890.    t  Bd.,  p.  236—40. 
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malflächenstückes  stereographisch  projicirt  ist.  Die  Frage,  ob 
das  Miuimalflächenstück  wirklicli  ein  Minimum  des  Flächen- 
inhalts hei  festgehaltener  Begrenzung  besitzt,  ist  demnach  auf 
die  andere  zurückgeführt,  ob  -es  eine  Lösung  der  vorstehen- 
den partiellen  Differentialgleichung  giebt,  die  in  dem  Be- 
reiche T,  welcher  dem  gegebenen  Minimalflächen  stücke  ent- 
spricht, sich  regulär  verhält  und  nur  reelle,  überall  (auch  noch 
auf  der  Begrenzung)  von  Null  verschiedene  Werthe  annimmt. 
Dass  sich  für  i{j  gerade  die  obige  Differentialgleichung 
ergiebt,  welche,  wie  wir  später  (in  II,  §  7,  b)  sehen  werden, 
für  die  gewöhnlichen  Kugelflächenfunctionen  ersten  Grades 
gilt*),  hat  seinen  Grund  darin,  dass  sich  einerseits  die  Func- 
tion il)  nach  der  Theorie  der  Minimalflächen  in  bestimmter 
Weise  durch  eine  willkürliche  Function  des  complexen  Argu- 
mentes I  +  iri  und  die  conjugirte,  oder  also  durch  ein  be- 
liebiges logarithmisches  Potential  in  der  ZH -Ebene  ausdrückt, 
und  dass  andererseits,  wie  F.  Klein  in  seiner  Vorlesung 
über  „Lame'sche  Functionen"  (Winter  1889/90)  bemerkt  hat, 
der  aus  einem  beliebigen  logarithmischen  Potential  V  ge- 
bildete Ausdruck 


.2m+l ^ . 

d\  ...  dh^ 


I V  ( ^     —    . y      — \ 


worin   kt k-t-  eine  m-malisje  Differentiation  nach  irgend 

welchen  Richtungen  bedeutet,  und  welcher  für  m  =  1  mit 
dem  erwähnten  für  die  Function  ip  identisch  wird,  eine  Kugel- 
function  m^^  Grades  im  Räume  von  drei  Dimensionen,  oder 
wenn  man  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  constant 
setzt,  eine  Kugelfläch enfunction  m*®""  Grades  darstellt**).  Letz- 
teres ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Setzt  man  ¥  =  0  oder 


*)  Für  die  Kugelflächenfunctionen  m*®"  Grades  tritt  47w(m  +  1) 
an  Stelle  des  Coefficienten  8. 

**)  Maxwell  hat  gezeigt  (Elektricität  und  Magnetismus,  Uebers.  v. 
Weinstein,  I.  p.  194—196),  dass  obige  Formel,  wenn  man  von  dem  spe- 
ciellen  logarith mischen  Potential  V  =  Const.  ausgeht,  die  allgemeinste 
rationale  ganze  („harmonische")  Kugelflächenfunction  liefert. 
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m  =  Oj  so  sieht  man  aus  der  Differentialgleichung,  dass  man 
eine  Kugelflächenfunction  0*®°  Grades  unmittelbar  dadurch  er- 
hält, dass  man  ein  beliebiges  logarithmisches  Potential  V  in  der  E  H  - 
oder  XY- Ebene  durch  stereographische  Projection  auf  die  Kugel- 
fläche überträgt.    Diese  Kugelflächenfunction  V  f    _    ,      _  j 

lässt  sich  nun,  indem,  man  für  r  setzt  Yx^  +  2/^  +  ^^  in  eine 
Function  der  Verhältnisse  x  :  y:  z,  d.  h.  eine  homogene  Func- 
tion nullten  Grades  der  x,  y,  0,  verwandeln  und  stellt  dann 
eine  räumliche  Kugelfunction  O*®'^  Grades  dar,  genügt  also  den 
Gleichungen 

ox^    '     oy^    '     oz^  dx    ^    ^  oy    '        dz 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  ergiebt  nun  eine 

einfache  Rechnung,  dass  der  Ausdruck  r^^^+i — -  1  —  ), 

wo  a4-v4-7t=m  ist,  und  folglich  auch  r^"»+i  ^^ ^^v-  ( — ) 

der  Differentialgleichung  des  Potentials  genügt.  Da  letzterer 
Ausdruck  nun  eine  homogene  Function  m*^°  Grades  von  x, 
2/,  z  ist,  so  ist  er  also  in  der  That  eine  räumliche  Kugel- 
function m*^""  Grades. 

Näher  auf  diesen  interessanten  Zusammenhang  zwischen 
der  Theorie  der  Kugelfunctionen  und  derjenigen  des  logarith- 
mischen  Potentials  einzugehen,  würde  nicht  den  Zwecken  der 
vorliegenden  Darstellung  entsprechen. 

(Auf  diesen  Zusammenhang  bezieht  sich  auch  eine  Arbeit 
von  W,  F.  DonJcin,  Phil.  Transactions  Vol.  147,  p.  43  —  57, 
1857,  welche  mir  erst  bei  der  Correctur  bekannt  wurde.) 


IL  Theil. 
Von  den  ausgezeichneten  Lösungen. 

A.   Allgemeine  Theorie  der  ausgezeichneten  Lösungen. 

§  1.  Grenzbedingungen ,  welche  bei  den  physikalischen 
Problemen  vorkommen.  —  Definition    der  ausgezeichneten 

Lösungen. 
Es  wurde  schon  erwähnt,  dass  bei  den  meisten  der  physi- 
kalischen Probleme,  welche  auf  die  Differentialgleichung 

und  verwandte  führen,  nämlich  bei  allen  im  I.  Theile  unter  A. 
§  1  angeführten  Aufgaben,  sofern  nicht  die  Abhängigkeit  von 
der  Zeit  oder  von  einer  Coordinate  von  vornherein  gegeben 
ist  (was  z.  B.  bei  erzwungenen  Schwingungen  der  Fall  ist), 
der  constante  Factor  h^  zunächst  unbestimmt  bleibt.  In  diesem 
II.  Theile  soll  ausschliesslich  von  der  Integration  unserer 
Differentialgleichung  unter  denjenigen  Bedingungen,  wie  sie 
bei  den  physikalischen  Problemen  dieser  Art  gegeben  sind, 
gehandelt  werden.  Es  sind  daher  vorerst  diese  Bedingungen 
selbst  in's  Auge  zu  fassen,  wobei  immer  kurz  von  der  Diffe- 
rentialgleichung 

Au  +  ¥f.u  =  0 

gesprochen  werden  soll,  da  die  zulässige  Verallgemeinerung 
aus  den  Entwickelungen  des  I.  Theiles  hinreichend  ersicht- 
lich ist. 

Die  erste  Bedingung  ist  immer  die,  dass  die  Lösung  ti 
in  dem  gegebenen  ein-,  zwei-  oder  drei-dimensionalen  Ge- 
biete, für  welches  die  Differentialgleichung  zu  integriren  ist, 
überall  eindeutig^  endlich  und  nebst  ihren  ersten  Differential- 
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Quotienten  stetig  sein  soll  ;  dies  wird  in  allen  Fällen  durch 
die  physikalische  Bedeutung  von  u  erfordert.  Ausserdem 
muss  aber  u  an  der  Begrenzung  des  Gebietes  gewissen  Bedin- 
gungen genügen,  welche  nun  näher  zu  erörtern  sind. 

Bei  einer  Saite  mit  festen  Endpunkten  oder  einer  in  einen 
starren  Böhmen  gespannten  Memhran  muss  an  der  Begrenzung 
die  Verrückung  verschwinden,  folglich 

ü  =  0 
sein*).     Ebenso  muss  bei   einer  schwingenden  Luftplatte  mit 
offenem   Bande    an    dem    letzteren   die    Verdichtung,    mithin 
auch  u,  gleich  Null  sein,  wenigstens  sehr  annähernd. 

Bei  den  in  I,  §  1.  d.  und  e.  erwähnten  Poblemen  der 
Wärmeströmung  tritt  die  Grenzbedingung  ü  =  0  auf,  wenn 
die  Oberfläche  des  leitenden  Körpers  auf  der  Temperatur  0 
erhalten  wird;  in  ähnlicher  Weise  lässt  sich  dieselbe  bei  Pro- 
blemen der  stationären  elektrischen  Strömung,  welche  auf  die 
in  §  1.  e.  erwähnten  Potentialaufgaben  führen,  interpretiren. 

Die  zweite  einfache  und  häufig  vorkommende  Grenzbe- 
dingung ist  die,  dass  der  erste  Differentialquotient  von  u  nach 
der   Normale   der    Oberfläche    bezw.    des   Bandes    verschwinden 

soll:  ^  =  0.  Dieselbe  gilt  bei  den  Schwingungen  von  Luft- 
massen, die  von  völlig  starren  Wänden  eingeschlossen  sindj  bei 
der  Wärmeströmung j  wenn  die  Oberfläche  vor  Wärmeabgabe 
nach  aussen  geschützt  ist,  bei  der  elektrischen  Strömung  in 
cylindrischen  Metallkörpern  (cf.  die  Potentialaufgaben  I,  §  1.  e), 
sowie  auch  bei  den  unter  I,  §  1.  f.  besprochenen  Flüssigkeits- 
schwingungen-^  sie  bedeutet  in  allen  diesen  Fällen,  dass  die  Be- 
wegungscomponente  senkrecht  zur  Begrenzung  verschwinden  muss. 

Beide  Grenzbedingungen,  ü  =  0  und  ^  =:  0,  können  als 
specielle  Fälle  der  allgemeineren 

(9)  «Ä  +  ^||  =  0     oder     Ä«  +  g  =  0 


*)  Die  Werthe  der  Function  u  und  ihrer  Differentialquotienten  in 
Punkten  der  Begrenzung  sollen  immer  durch  einen  horizontalen  Strich 
ausgezeichnet  werden. 
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aufgefasst  werden,  worin  a^  ß  bezw.  h  gegebene  Constanten 
oder  auch  längs  der  Begrenzung  gegebene  Functionen  sind 
und  ö  eine  für  jeden  Punkt  der  Begrenzung  gegebene  Rich- 
tung bezeichnet;  denn  man  erhält  die  erste  oder  die  zweite, 
jenachdem  man  ß  oder  a  gleich  Null  setzt ,  falls  zugleich  ö 
überall  mit  der  Normale  n  zusammenfällt. 

Für  das  Folgende  sei  noch  festgesetzt,  dass  mit  n  immer 
die  Richtung  der  nach  aussen  gerichteten  Normale  bezeichnet 
werden  soll. 

Man  kann  die  allgemeine  Grenzbedingung  auch  schreiben 
/n/\  -I         du    ,        du    ,         du        ^ 

WO  dann  y^;,  yyj  y^  gleich  den  Producten  aus  ß  und  den 
Richtungscosinus  von  <?  sind. 

Dieselbe  findet  eine  anschauliche  Interpretation  nur  bei 
den  Wärnieproblemen,  wo  sie  für  solche  Begrenzungstheile 
gilt,  welche  durch  Strahlung  oder  Leitung  Wärme  an  ein  um- 
gehendes Medium  von  der  constanten  Temperatur  0  abgehen 
und  der  Kürze  wegen  späterhin  als  „frei  ausstrahlende*^  be- 
zeichnet werden  sollen.  Hat  die  Differentialgleichung  der 
Wärmeleitung  die  auf  S.  13  angegebene  allgemeine  Form, 
so  wird  nämlich  die  Bedingung,  dass  jedem  Element  der 
Begrenzung  während  des  Zeitelementes  dt  ebensoviel  Wärme 
aus  dem  Innern  zuströmen  muss,  als  es  nach  aussen  abgiebt, 
durch  die  Gleichung  ausgedrückt: 

(xii  cos  (nx)  +  x^^  cos  (mj)  +  oc^^  cos  (n^))  ~ 

(9")      +  (xi2  cos  {nx)  +  K.,^  cos  (ny)  +  k,^  cos  (n^))  ^^ 

+  \^i3  cos  (nx)  +  ;c23  cos  (nij)  +  X33  cos  (n^))  -^ 
-{-  ccü  =  0 , 

worin  a  das  Ausstrahlungsvermögen  ist.     Sowohl  dieses,  als 

^'     n     pn  '     ,  du      du      du      1  ,  .. 

die  Coefficienten  von  ^,    ^,    ^,  also  y^,  y„  y,,  können 

variabel  sein  unter  der  Beschränkung,  dass  sie  alle  positiv  sein 
müssen-,  denn  negatives  Leitungs-  und  Ausstrahlungsvermögen 
sind  physikalisch   unmöglich.     Bei   isotropen  Körpern  heisst 

3* 
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die  Gleichung  hü  -}-  ^  =  Oj  und  die  Grösse  h  bedeutet  dann 

das  Verhältniss  der  äusseren  Wärmeleitungsfähigkeit  oder 
des  Ausstrahlungsvermögens  zur  inneren  Leitungsfähigkeit. 
Bei   der    schwingenden    Saite   und  Membran   stellt    sich   die 

Grenzbedingung  hü  -}-  t^t-  =  0  ein,  wenn  man  annimmt,  dass 

die  Enden  bezw.  der  Rahmen  nicht  absolut  fest  sind,  son- 
dern der  Bewegung  der  angrenzenden  Theile  ein  wenig  nach- 
gehen können  und  dabei  durch  Kräfte,  welche  der  Verrückung 
aus  der  Gleichgewichtslage  proportional  sind,  also  etwa  wie- 
Federn  wirken,  zurückgehalten  werden.  Diese  Kräfte  sind 
dann  durch  ^w,  die  wirksamen  Spannungscomponenten  durch 

+  P«  ä~  ?  wo  _p„  die  Spannung  in  der  Richtung  n  bedeutet, 

gegeben,  und  wenn  m  die  Masse  der  Endpunkte  der  Saite 
bezw.  der  Längeneinheit  des  Rahmens  ist,  so  gilt  für  die 
Punkte  der  Begrenzung  die  Bewegungsgleichung 

welche  nach  Einsetzunsj  von  w==u  sin für  u  die  Grenz- 

bedingung 

m 
ergiebt;  hier  ist  also  h  = und  kann  im  Gegensatz  zu 

den  Wärmeproblemen  auch  negativ  sein.  Im  Falle  variabeler 
Spannung  erhielte  man  wieder  die  allgemeinste  Grenzbe- 
dingung aü  +  ß~  =  0. 

In  ähnlicher  Weise  Hesse  sich  das  Vorkommen  der 
Grenzbedingung  hü  -\-  ^—  =  0  bei  den  Luftschwingungen  den- 
ken; indessen  wäre  ihre  Deutung  mindestens  ebensowenig 
den  wirklichen  Verhältnissen  entsprechend,  wie  im  vorher- 
gehenden Falle. 

Ausser  den  unter  der  Form  9)  enthaltenen  Grenzbedin- 
gungen bietet  sich  bei  manchen  Problemen  noch  eine  andere 
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dar,  welche  man  als  die  Grensbedingung  der  Periodicität  be- 
zeichnen kann,  und  welche  in  der  Forderung  besteht,  dass 
an  correspondirenden  Stellen  zweier  Begrenzung sstücJce  eines  Be- 
reiches, die  mit  einander  sur  Dechmg  gebracht  werden  Jcännen, 

die  Werthe  von  w  direct,  diejenigen  von  0—  entgegengesetzt  gleich 

sein  sollen.  Wir  werden  diese  Grenzbedingung  nur  bei  sol- 
chen speciellen  Fällen  berücksichtigen,  wo  sie  eine  physi- 
Imlische  Bedeutung  hat,  obgleich  sie  mathematisch  wohl  von 
allgemeinerem  Interesse  wäre. 

Obwohl  bei  einzelnen  physikalischen  Problemen,  wie  bei 
den  Transversalschwingungen  elastischer  Platten,  complicirtere 
Grenzbedingungen  auftreten  können,  so  wollen  wir  uns  doch 
auf  die  soeben  besprochenen  beschränken,  um  die  Einheit- 
lichkeit zu  wahren.  Dabei  sei  noch  einmal  hervorgehoben, 
dass  h  alle  reellen  Werthe  annehmen  kann,  während  die 
Aenderung  der  Richtung  ö  durch  die  Coefficienten  der  für 
das  Innere  des  Gebietes  geltenden  Differentialgleichung  schon 
bestimmt  ist. 

Die  Aufgabe,  auf  welche  man  bei  den  unter  I.  A.  §  1 
erwähnten  physikalischen  Problemen  geführt  wird,  ist  dann 
stets  diese:  Eine  von  0  verschiedene  Losung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(bezw.  einer  verwandten  von  der  Form  (2)  oder  (3)),  011  finden, 
welche  innerhalb  des  gegebenen  Bereiches  endlich,  stetig  und  ein- 
deutig ist  (sich  „regulär"  verhält)  und  an  der  ganzen  Begren- 
zung der  Gleichung  genügt: 

■,-.    du       ^ 
hu  -f-  w—  =  0 . 

'      CG 

Eine  solche  Lösung  existirt  nun  im  Allgemeinen,  d.  h.  für 
einen  beliebig  angenommenen  Werth  von  li^\  nicht,  was  z.  B. 
die  Annahme  ä;^  ==  0,  durch  welche  man  die  Potentialglei- 
chung erhält,  sofort  erkennen  lässt;  es  giebt  vielmehr  nur 
ganz  bestimmte  Werthe  von  h^,  für  welche  eine  Lösung  von  den 
verlangten  Eigenschaften  möglich  ist.  Diese  speciellen  Werthe 
von   ¥    mögen    die   ausgezeichneten    Werthe,   die   ihnen    ent- 
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sprechenden  Lösungen  u  ausgezeichnete  Lösungen  genannt  wer- 
den, und  mit  ihnen  wollen  wir  uns  in  diesem  Theile  der  vor- 
liegenden Schrift  ausschliesslich  beschäftigen.  Die  Voran- 
stellung der  ausgezeichneten  Lösungen  ist  berechtigt  einmal, 
weil  sie  sich  in  der  Physik  immer  in  erster  Linie  darbieten, 
zweitens,  weil  ihre  Kenntniss  für  die  Untersuchung  allge- 
meiner Integrale  unserer  Differentialgleichung  erforderlich  ist. 


§  2.    Betrachtungen  zur  Begründung  der  Existenz  der 
ausgezeielineten  Lösungen. 

Die  erste  Frage,  die  sich  uns  aufdrängt,  ist  nun  die: 
woher  wissen  wir,  dass  überhaupt  solche  ausgezeichneten 
Lösungen  existiren?  Hier  tritt  uns  sogleich  eine  noch  un- 
gelöste Schwierigkeit  entgegen;  denn  der  mathematische 
Existenzbeweis  ist  bisher  für  beliebige  Form  der  Begrenzung 
nur  in  einem  beschränkten  Falle  und  auch  da  nur  für  eine 
ausgezeichnete  Lösung  gelungen  (cf.  §  10  dieses  Theiles). 
Vorläufig  müssen  wir  uns  daher  an  die  physikalische  Erfahrung 
halten,  welche  uns  lehrt,  dass  Saiten,  Membranen  und  ein- 
geschlossene Luftmassen  einer  Reihe  von  freien  Schwingungen, 
entsprechend  ihren  Eigentönen,  deren  Schwingungszahlen  den 
ausgezeichneten  Werthen  h  proportional  sind,  fähig  sind,  und 
dass  die  Grössen  Je  dabei  eine  Reihe  discreter  Werthe  bilden, 
wenigstens  wenn  man  von  gewissen  später  zu  erwähnenden 
Grenzfällen  absieht.  Obwohl  man  experimentell  immer  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Eigentönen  nachweisen  kann,  nimmt 
man  an,  dass  jene  Reihe  der  ausgezeichneten  Werthe  unbe- 
grenzt ist,  weil  man  dies  »für  eine  Anzahl  mathematisch  lös- 
barer Fälle  beweisen  und  dennoch  in  diesen,  wie  in  den 
nicht  lösbaren  Fällen,  die  Eigenschwingungen  nur  bis  zu 
einer  gewissen  oberen  Grenze  der  Schwingungszahl  wahr- 
nehmen kann. 

Natürlich  können  diese  aus  der  Erfahrung  gezogenen 
Schlüsse  das  in  Frage  stehende  Existenztheorem  höchstens 
mehr  oder  weniger  wahrscheinlich  machen,  und  eine  mathe- 
matische Begründung  ist  durchaus  nothwendig.     Auf  die  Ver- 
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suche,  welche  in  dieser  Richtung  von  H.  Weber  und  Foin- 
care  gemacht  worden  sind,  wird  an  einer  späteren  Stelle 
dieses  Theiles  eingegangen  werden. 

Dagegen  soll  jetzt  zunächst  gezeigt  werden,  wie  man 
durch  eine  Art  von  Grenzübergang  zu  dem  Existenztheorem 
gelangen  kann,  nämlich  indefn  man  von  der  Theorie  der  un- 
endlich Meinen  Schwingungen  eines  mechanischen  Systems  von  n 
Graden  der  Freiheit  ausgeht.  Dieser  Weg,  welcher,  mathe- 
matisch ausgedrückt,  darin  besteht,  dass  man  die  Lösungen 
einer  partiellen  Differentialgleichung  durch  Grenzübergang 
aus  den  Integralen  einer  grossen  Zahl  gewohnlicher  Differen- 
tialgleichungen ableitet,  ist  bekanntlich  von  Lagrange  sowie 
schon  früher  (um  1730)  von  Johann  und  Daniel  JBernoulli 
(Comment.  Acad.  Petropolitanae  III  und  YI)  bei  der  Behand- 
lung des  classischen  Problems  der  schwingenden  Saite  ein* 
geschlagen,  dann  aber,  wie  es  scheint,  auf  längere  Zeit  ganz 
verlassen  worden,  vielleicht  deshalb,  weil  die  Untersuchungen 
der  grossen  französischen  Mathematiker  und  Physiker  (z.  B. 
Poisson,  Cauchy,  Lame)  über  partielle  Differentialgleichungen 
seit  Fourier  immer  an  Probleme  der  Wärmeleitung  anknüpften. 
Erst  bei  den  neueren  englischen  Physikern,  wie  W.  Thom- 
son, Bouthy  Lord  Rayleigh,  findet  sich  derselbe  Gedankengang 
wieder,  und  der  letztere  hat  eigentlich  seine  ganze  „Theorie 
des  Schalles"  darauf  begründet.  Man  könnte  daher  diese 
Erschliessung  der  Existenz  einer  unendlichen  Reihe  von  aus- 
gezeichneten Lösungen  durch  einen  Grenzübergang  mit  einigem 
Recht  als  ^^Rayleigh'sches  Princip'^  bezeichnen.  Als  wirklicher 
Existenzbeweis  könnte  das  Rayleigh'sche  Princip  erst  gelten, 
wenn  die  Zulässigkeit  des  Grenzüberganges  zu  w  =  c»  mathe- 
matisch bewiesen  wäre,  was  zu  thun  Poincore  am  Schlüsse 
seiner  im  „American  Journal  of  Mathematics^'  Vol.  XII,  No.  3 
publicirten  Abhandlung:  „Sur  les  equations  aux  derivees  par- 
tielles de  la  physique  mathematique'^  in  Aussicht  gestellt  hat. 
Uebrigens  ist  es  auch  unabhängig  davon  nützlich,  die  Betrach- 
tung der  Schwingungen  von  Systemen  von  n  Graden  der  Frei- 
heit vorauszuschicken,  weil  sie  einiges  Licht  auf  die  Natur 
der  Eigenschwingungen  überhaupt  wirft.   Die  in  Rede  stehende 
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Theorie  ist  seit  Lagrange  vielfach  behandelt  worden,  wie 
schon  gesagt  besonders  von  englischen  Physikern.  Die  um- 
fassendsten Darstellungen  finden  sich  im  zweiten  Theile  der 
„Dynamics  of  rigid  bodies"  von  Bouth*)  und  in  den  Capiteln 
III— V  von  Lord  Rayleigh's  Theorie  des  Schalles;  ausserdem 
haben  zahlreiche  Mathematiker,  besonders  Weierstrass,  ge- 
legentlich anderer  Untersuchungen  wichtige  Beiträge  dazu  ge- 
liefert**). Wenn  wir  im  Folgenden  auf  diesen  Gegenstand, 
obwohl  er  der  Mehrzahl  der  Leser  im  Wesentlichen  bekannt 
sein  wird,  ausführlich  eingehen,  so  ist  dies  wohl  durch  den 
oben  angegebenen  Grund  zu  rechtfertigen. 

§  3.  Problem  der  kleinen  Schwingungen  eines  Systems  von 
n  Graden  der  Freiheit  um  eine  stabile  Gleichgev^ichtslage. 

Ein  System  von  n  Graden  der  Freiheit  sei  durch  die 
unabhängigen  Coordinaten  (im  weiteren  Sinne)  q^  .  ,  .  qi . , .  qn 
bestimmt  und  befinde  sich  in  einer  stabilen  Gleichgewichts- 
lage, wenn  die  letzteren  sämmtlich  gleich  Null  sind.  Es 
handelt  sich  um  die  Untersuchung  der  Bewegung,  welche 
eintritt,  wenn  das  System  unendlich  wenig  aus  dieser  Gleich- 
gewichtslage herausgebracht  worden  ist;  dabei  brauchen 
q^  .  .  .qn  nicht  unendlich  klein  zu  sein,  da  die  ursprünglichen 
unendlich  kleinen  Aenderungen  der  Coordinaten  ja  alle  mit 
einem  beliebig  grossen  constanten  Factor  multiplicirt  werden 
können.  Um  die  Bewegungsgleichungen  nach  Lagrange  auf- 
zustellen, sind  die  Ausdrücke  für  die  lebendige  Kraft  T  und 
die  potentielle  Energie  F,  welche  letztere  theils  von  inneren, 
theils  von  äusseren  Kräften  herrühren  kann,  zu  bilden.  Die 
lebendige   Kraft  ist  bekanntlich   gegeben  durch   eine  homo- 

gene  Function  zweiten  Grades  von  -ji  ?  -  -  -  -jt  oder  q^  .,.q'ny 

T^^^hiuqiql, 

,•       k 

*)  E.  J.  Routh,  Dynamics  of  rigid  bodies,  London  1884.  (2.)  Chap. 
II,  VI,  VII,  IX. 

**)  Vgl.  auch  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten, 
4.  Aufl.  1875;  §  14,  S.   190—193. 
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wo  die  bik  (in  erster  Annäherung)  Constanten  sind.  Aus  der 
Natur  von  T  folgt,  dass  die  vorstehende  quadratische  Form 
definit  ist,  d.  h.  für  alle  Werthe  von  gj .  .  .  qü  dasselbe,  hier 
positive  Zeichen  besitzt.     Das  Potential   V  muss  für 

ein  Minimum  sein,  da  die  Ruhelage  stabil  sein  soll.  Jener 
Minimumwerth  kann  ohne  Beschränkung  =  0  gesetzt  vy^erden, 
folglich  ist  F,  wenn  wir  besondere  Fälle  ausschliessen,  in  erster 
Annäherung  eine  quadratische  Form  der  Coordinaten  selbst: 

y=  2  ^^'""^^^^'^ 

i  k 

dieselbe  ist  ebenfalls  definit  und  positiv  ^  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung der  Stabilität  V  für  alle  Werthe  von  g'i  .  •  .  qn 
positiv  sein  muss. 

Die  Lagrange'schen  Bewegungsgleichungen 
^  /d{T—V)\  _  d{T—  V) 
dt\       dq.      / 
heissen  also  hier: 


8ii 


=  0 


2^^ (hkq'k  +  ttikqk)  =  0        (^  =  1,  2  .  .  .  w) . 
1 
Dies   sind  n  lineare  homogene   gewöhnliche  Diiferentialglei- 
chungen  zweiter  Ordnung  für   die   Coordinaten  q.     Um   die- 
selben zu  integriren,  setzt  man 

qk  =  Äke^'' 
und  erhält  dann  n  lineare  homogene  Gleichungen: 

n 

^Ha,-k  +  ^%k)Äk^O 

1 

für  die  n  Constanten  Ak.  Sollen  sich  letztere  bestimmen 
lassen,  so  muss  die  Determinante  dieser  Gleichungen  ver- 
schwinden, also 

cf'ii  +  i^^hi       «12  +  i^%2 ain  +  ii^hi 

«12  +  ^^&i2  «22  +  i^^hi 


D=- 


«1«  +  ii'^bu 


+    ii'^bnn 


0 
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sein;  dies  ist  eine  Gleichung  n}^""  Grades  für  ^\  von  deren 
Wurzeln  der  Charakter  der  Lösung  wesentlich  abhängt.  Sind 
die  Wurzeln  ^i^  ,  .  .  ft„^  alle  von  einander  verschieden,  wie 
wir  hier  zunächst  annehmen,  so  heisst  die  vollständige 
Lösung  der  Beweguogsgleichungen: 

n 

1 
wobei  die  Verhältnisse  An  :  A^i  .  .  .:  Au  .  .  .:  Ani  völlig  be- 
stimmt   und    nur    die    n  Glieder   einer   Reihe   Aki  .  .  .  Akn 
willkürlich  sind;  denn  es  ist 

Au  :  A^i'."  ' :  Ani  =  A'u  :  ^2»  •  •  •  :  A'ni 

==i)nffia:A2(/^,:^)---:An(ft/0, 
wo  die  Daß  die  Unterdeterminanten  von  D  sind;  statt  der- 
jenigen der  ersten  Zeile  könnte  man  natürlich  die  jeder 
anderen  nehmen.  Hinsichtlich  der  Wurzeln  ^i^  der  j^determi- 
nirenden  Gleichung'^  D(^^)  =  0  folgt  nun  aus  den  über  die 
quadratischen  Formen 

^^a^XiXk  und   ^  haXiXk 

gemachten  Voraussetzungen,  dass  sie  sämmtlich  reell  und 
negativ  sind.  Die  Realität  folgt  schon  allein  daraus,  dass 
die  zweite  obiger  Formen  definit  ist,  und  wird  z.  B.  bei  Bouth 
(1.  c.  p.  36  —  39)  zunächst  unter  der  Annahme,  dass  alle 
Wurzeln  unter  einander  verschieden  sind,  in  der  Weise  be- 
wiesen, dass  auf  die  Reihe  sämmtlicher  ünterdeterminanten 
der  Hauptdiagonale  von  D  (D  selbst  inclusive)  der  Sturm'sche 
Satz  über  die  Beziehung  zwischen  der  Anzahl  der  Wurzeln 
von  D  und  der  Zeichenwechsel  in  jener  Reihe  angewandt 
wird.  Nimmt  man  die  Voraussetzung,  dass  die  erste  Form 
ebenfalls  definit  ist,  hinzu,  so  ergiebt  dieses  Beweisverfahren 
auch,  dass  alle  Wurzeln  zwischen  —  cx)  und  0  liegen.  An 
einer  anderen  Stelle  (in  Cap.  VK.  des  zweiten  Theiles)  ver- 
fährt RoutJi  folgendermassen.  In  die  Bewegungsgleichungen 
wird  das  specielle  Lösungssystem 

q,  =  Aue" i*  +  Auerf'i*,    q^  ==  A^ie^i*  +  A'^i o"^/'  •  •  • 
qn=^Anie^'i'  +  Änie-^'i' 
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eingesetzt;  die  hierdurch  erhaltenen  n  Gleichungen 

K  +  lli%i){Äu  +  Äu)  +  K2  +  ili%2)i^2i  +  A2i)  +  ..-  =  0 
{anl+  ilHnl){Au  +  A[i)  +  (an2+  ^i^bn2)(Ä2i  +  Ä'2i)  +  '  ■ '  ==0 

werden  der  Reihe  nach  mit  (Äii-\-  Ä'ii)  .  . .  {Äni-{-  Ani)  mul- 
tiplicirt  und  dann  addirt.  Hierdurch  erhält  man,  wenn 
man  setzt 


'fttikXiXk  =  (p{Xi.,.X„), 


fhikXiXk^'  tiXj^'  -  'Xn)f 


die  Gleichung 

ili't({A,  +  Au),    .  .  .  {Ani  +  A'n,)) 

+  9)  ((^1,  +  Äu), , . .  {Ani  +  ^;.))  =  0. 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung  (p  und  ip  für  reelle  Werthe 
der  x^  .  .  .Xn  sicher  >  0  sind,  und  Au  +  A'u,  . .  .  Ani  +  A'ni 
nothwendig  reell  sein  müssen,  damit  die  Lösungen  für  q^...qn 
reell  sind,  so  folgt  aus  dieser  Gleichung,  dass  ft/  negativ 
=  —  Aj,  also  alle  fii  rein  imaginär  sind.  Demnach  hat  das 
vollständige  Lösungssystem  die  Form 

q,  =  B,,  D,,  (- Ai)  COsYi;(t—t,)  +  •  •  •  +  B,nD,,{-Xn)  COsYTnit  -   tn), 

q,  =  B,,  A2  (-  ^x)  cos  yil  ( i^-  /J  +  .  • .  +  ^m  A2(-  Q  cos  j/A,  (^  -  4), 

qn  =  B,,Dtn(-X,)cOSyY,(t-t,)  +  ''^  +  BtnDtn{-Xn)COSyr,(t-tn). 

(Bei  den  willkürlichen  Constanten  B  kann  der  erste  Index 
fortgelassen  werden.) 

Diese  Formeln  enthalten  folgenden  fundamentalen  Satz: 
„Die  allgemeinste  (unendlich  Ideine)  Bewegung  eines  sich  seihst 
üherlassenen  mechanischen  Systems  von  n  Graden  der  Freiheit 
ist  bei  Abwesenheit  von  Reihungs-  und  ähnlichen  Kräften  eine 
Ueberlagerung  von  n  einfachen  harmonischen  Schwingungen  mit 
völlig  bestimmten,  nur  von  der  Natur  des  Systems  abhängigen 
Perioden,  aber  beliebigen  Phasen  und  Amplituden.^'' 

Wir  haben  diesen  Satz  zunächst  nur  unter  der  Voraus- 
setzung lauter  verschiedenerYf  y\Y7.Q\Yi  der  Gleichung  D{—1)  =  0 
abgeleitet,   er   verliert   seine   Gültigkeit  aber   auch  nicht  im 
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Falle  mehrfacher  Wurzeln,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden. 
Er  liefert  bei  der  Uebertragung  auf  den  Greuzfall  n=  oo  ^ 
sofern  man  diese  als  richtig  annimmt,  das  Rayleigh'sche 
Prineip. 

Es  ist  nun  von  grosser  Wichtigkeit,  dass  man  statt  der 
allgemeinen  Coordinaten  gj  .  .  .  g„  neue  r^  .  .  .  rn  von  der  Be- 
schaffenheit einführen  kann,  dass  man  durch  Nullsetzen  aller 
dieser  Coordinaten  bis  auf  eine  je  eine  einzelne  Fundamental- 
schwingung (Normalschwingung,  Eigenschwingung)  des  Sy- 
stems erhält.  Die  Einführung  dieser  sogenannten  Normal- 
coordinaten  scheint  Gemeingut  der  englischen  Physiker  zu 
sein  und  ist  am  ausführlichsten  in  Rayleigh's  Theorie  des 
Schalles,  Cap.  IV,  durchgeführt.  Die  genannte  Eigen thüm- 
lichkeit  der  Normalcoordinaten  ist  nothwendig  mit  der  an- 
deren verbunden,  dass  sich  V  und  T  durch  die  Normal- 
coordinaten bezw.  ihre  ersten  Differentialquotienten  nach  der 
Zeit  als  Summen  von  Quadraten  ausdrücken;  denn  sonst 
würden  die  Normalcoordinaten  in  den  Bewegungsgleichuugen 
nicht  getrennt  vorkommen.  Durch  diese  Erwägung  ist  die 
Einführung  der  Normalcoordinaten  auf  die  Aufgabe, 


V  =  ^i  ^  aa  qi  qi     und     T  =  2j  2j  ^'*  ^'  ^^ 

gleichzeitig  auf  Quadratsummen  zu  reduciren,  zurückgeführt 
und  damit  das  Problem  der  kleinen  Schwingungen  bei  n 
Graden  der  Freiheit  in  engste  Beziehung  zur  Theorie  der 
quadratischen  Formen  gebracht.  Denn  die  Reduction  von  T 
ist    gelungen,    sobald    man    sie    für    die    quadratische    Form 

'4^  ==  ^'  ^hkqiqki  worin  g,-,  q^  statt  gj,  qk  stehen,  aus- 
geführt hat;  es  folgt  dies  einfach  daraus,  dass  die  neuen 
Coordinaten  mit  den  alten  durch  lineare  Gleichungen  mit 
Constanten  Coefficienten  verbunden  sein  müssen,  also  zu 
setzen  ist: 

n 

qi==  2'ßikr,  (^==l,  2...n). 
Dass   die    Transformation    von    f  allein    auf  die  Form 
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^  r?  möglich  ist,  bedarf  keiner  weiteren  Erörterung;  es 
handelt  sich  aber  darum,  durch  dieselbe  Substitution 

zugleich  9?  =  ^«  ^  aik  qi  qk  auf  die  Form  ^  Xt  r^  zu 
bringen.  Dieses  Problem  ist  nun  genau  ebenso  zu  lösen, 
wie  die  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  der  Function 
(p{qi  .  .  '  q-n)  hei  der  Nebenbedingung,  dass  der  Werth  von 
^(^1  ...  g'w)  ungeändert  bleibt,  oder  wie  diejenige  der  Maxima 
und  Minima  des  Quotienten  (p:  ^,  d.h.  also  wie  das  für  den 
Raum  von  n  Dimensionen  verallgemeinerte  HauptaxenproUem 
der  Flächen  zweiten  Grades,  Die  Verhältnisse  der  Variabein 
qi,  für  welche  diese  relativen  Maxima  und  Minima  eintreten, 
sind  aus  den  n  linearen  Gleichungen 

(«11  —  A6ii)(2i  +  •  •  •  +  (am  —  lhtn)qn  =  0 

{ain  —Xhin)qi  +    .   .    .    +  (ann  X'hnn)qn  =  0 

ZU  bestimmen,  in  welchen  A  einen  Lagrange'schen  Multipli- 
cator  bezeichnet.  Die  zulässigen  Werthe  des  letzteren  sind 
die   Wurzeln  A^  .  .  .  K  der  Determinantengleichung 

öfji  —  A  &u ain  —  A  hin 


ani  —  A  bni ann  —  A  6^ 


0 


und    zugleich,    wie    man    sich    leicht    überzeugt,    gerade    die 
Coefficienten  von  r^  .  .\  r^  in  der    transformirten  Form   cp, 

also  auch  die  Minima  hezw.  Maxima  von  ^  selbst.     Die   vor- 

ip 

stehende  Determinante   ist  aber  genau  die    oben  betrachtete 
Determinante  D{ — A)  oder  -D(ft^),  auf  welche  die  directe  In- 
tegration der  Bewegungsgleichungen  führte. 
Da  jetzt 

geworden  ist,  so  hiuten  die  Bewegungsgleichungen 
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r-  +Xiri  =  0       (i=l,  2  ,  .  .  n), 
und  es  ergiebt  sich 

n  =  Bi  cos  yXi  (t  —  4-). 
Die  Normalcoordinaten  sind  also  in  der  That  einfache  harmonische 
Functionen  der  Zeitj  multiplicirt  mit  willkürlichen  Constanten. 
Vergleicht  man  das  jetzige  Resultat  mit  dem  frühe- 
ren, so  sieht  man  sofort,  dass  die  Substitutionscoefficien- 
ten  ßu  .  .  .  ßki  '  '  '  ßni  proportional  sind  den  ünterdetermi- 
nanten  Dai{—  h)  •  •  •  Dak  (—  -^0  .  •  •  Dan{ —  -^0,  wo  a  eine 
beliebige  der  Zahlen  1  ,  .  .  n  ist.    Besonders  wichtig  ist  der 

Fall,  wo  ^  von  vornherein  in  der  Normalform  ^/  Qi^  (also 
T  in  der  Form  ^ q?)  gegeben  ist.  Dann  müssen,  damit 
bei  der  Substitution 

diese  Form  erhalten  bleibt,  die  Coefficienten  den  Bedingungen 

n  n 

^^,,^=1,      2^,,ft,  =  0      (}}  =  1,  2...«;    i^i) 

1  1 

genügen,  d.  h.  die  Substitution  muss  eine  orthogonale  sein; 
sie  ergiebt  rückwärts  aufgelöst: 

n^^'ßihCii. 

Im  Hinblick  auf  später  sei  bemerkt,  dass  diese  letzteren 
Gleichungen  eine  einfache  Bestimmung  der  willkürlichen 
Constanten  Bi,  ti  aus  gegebenen  Anfangs  wer  then  von  ^j,  qi 
ermöglichen. 

Im  allgemeinen  Falle  sind  die  Gleichungen,  welche  den 
soeben  aufgestellten  Orthogonalitätshedingungen  entsprechen, 
folgende.     Bezeichnet  man  wie  früher 

«llQ'l^  +  «22^2^  •  •  •  ««»  an     +  ^(^12^1^2  H 

^igi'+ +   26|2^1^2H 

mit  9(^1  ..  .  g«),     bezw.     if^q^  .  .  .  qn)y     dagegen 

(^n^iPi  +  «22^2^2 h  2ai2fejP2  +  Q2P1)  H y 

wo  Pi  .  .  ,pn  eine  zweite  Reihe  von  Variabein  ist,  mit 

fp(fll    .    ,    ^   qn,   Pi    .   •    •  Pn) 


Von  den  ansgezeiclineten  Lösungen.    §  3.  47 

und  analog 

hi^liVi h  ^h2{^iP2  +  ^2Pi)  +  •••  mit  1/^(^1  .  .  .qn,p^ . .  .jp«), 

so  gilt,  wie  sich  bei  wirklicher  Durchführung  der  Transfor- 
mation von  (p  und  i^  auf  ihre  Normalformen   leicht  ergiebt, 

g){ßlh    .   •   .   ßnh,       ßlk    .   .   'ßnk)    =   0, 
tißlh    '    .    •   ßnhj       ßlk    .    .   .   ßnk)    =   0, 

falls  h^  k  irgend  zwei  verschiedene  von  den  Zahlen  1  bis  n 
sind,  ferner: 

cpißii  . . ,  ßni)  =  ^i,     iPißii  ...ßni)^l     für     i^l..,n. 

Die  vorletzte  Gleichung  wurde  schon  oben  bei  dem  Beweis, 
dass  alle  A,  positiv  (oder  alle  ^i^  negativ)  sind,  auf  andere 
Weise  abgeleitet.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  enthalten 
den  physikalischen  Satz,  dass  die  mittleren  Werthe  der  kine- 
tischen und  potentiellen  Energie  ivahrend  der  Dauer  einer  Fim- 
damentalschwingung ,  falls  diese  letztere  allein  vorhanden  ist^ 
einander  gleich  sind]  denn  jene  Mittelwerthe  sind  in  diesem 
Falle  durch  ^  r,^ liil)  {ß^i  .  .  .  ßm)  bezw.  ^  n^cp^ßn  .  .  .  ß^i) 
gegeben. 

Mit  Hülfe  der  soeben  angegebenen  Relationen  zwischen 
den   Coefficienten    ß   ergiebt   sich   ferner    leicht-  nachstehende 

Umkehrimg  der  Substitution  g,-  =  xl^ßj^^k-     Es  ist: 

rk  =  i^(Sl  .  .  .qn'-,       ßlk'  .  -ßnk) 

oder 

=  T-'^^3'l---^«;       ßlk'  -'ßnk)' 

Hieran  schliesst  sich  noch  folgende  Bemerkung  über  die 
Bedeutung  der   Wurzeln  li  als  Minima  von  ^{c[i  -  -  -  q-n)- 

Sind  die  Wurzeln  X^  ...  In  nach  der  Grösse  geordnet, 
so  dass  Ai  die  kleinste  ist,  so  gilt,  da 

^(2i...2„)  ^i'  + •••  +  »•/  +  ••• +r„^ 

ist.  Folgendes: 

Xi  ist  das  Minimum,  welches  ~  annehmen  kann,   wenn 
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die  Coordinaten  r  den  Bedingungen  r^=^r^  =  •  •  •  =  r/_i  =  0, 
oder  die  Coordinaten  q  den  Bedingungen 

^(9'i---9'«;  ßik'-'ßnk)==0     oder      (piq^^^^qn,  ßik-''ßnk)  =  0 

Qc  =  l,  2  ...i—1) 
unterworfen  sind. 

(Diesen  Satz  kann  man  sich  sehr  gut  an  dem  Haupt- 
ai^enproblem  der  Flächen  zweiten  Grades  bezw.  dessen  Ver- 
allgemeinerung veranschaulichen;  die  Bedingungsgleichungen 
sind  dann  die  Gleichungen  der  zu  den  einzelnen  Hauptaxen 
senkrechten  Ebenen,  sofern  man  rechtwinklige  Coordinaten 
benutzt.) 

L  ist  das  absolute  Minimum  von  -^:  daraus  folojt  für  das 

1  ^   1  D 

Schwingungsproblem,  dass  die  Periode  der  langsamsten  Normal- 
schwingung durch  jede  zwischen  den  Coordinaten  eingeführte 
Bedingung  („ Gebundenheit'^  verTiürzt,  durch  jeden  Zuwachs 
der  Masse  (also  von  '^)  verlängert  wird,  (Für  die  höheren 
Normalschwingungeu  kann  man  dies  nicht  allgemein  be- 
haupten.) 

Es  ist  nun  noch  der  bisher  ausgeschlossene  Fall  zu 
betrachten,  y^o  die  determinirende  Gleichung  D{ — A)  =  0 
mehrfache  Wurzeln  besitzt.  In  diesem  Falle  würden  die 
Integrale  der  n  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  Glie- 
der von  der  Form  P"'  cos  "j/Ä  {t  —  t')  enthalten,  folglich  wäre 
die  Bewegung  nicht  mehr  stabil.  In  der  That  glaubte  daher 
Lagrange  diesen  Fall  ausschliessen  zu  müssen.  Es  zeigt  sich 
nun  aber  bei  näherer  Untersuchung,  dass  aus  der  Lösung 
alle  Potenzen  von  t  verschwinden,  wenn  für  jede  v- fache 
Wurzel  li  von  Z)  =  0  auch  alle  ersten,  zweiten,  ...(v  —  1)*®° 
TJnterdeterminanten  verschwinden,  also  A/  eine  {y  —  1) fache 
Wurzel  aller  ersten,  eine  (y  —  2) fache  aller  zweiten,  eine 
1 -fache  aller  {v — Vf^^  Unterdeterminanten  ist.  (Vgl.  Routh, 
1.  c.  Cap.  VI.)  Dass  nun  diese  Bedingung  in  Folge  der 
speciellen  Natur  der  quadratischen  Form  tjj  hier  stets  erfüllt 
ist,  hat  zuerst  Weierstrass  bewiesen  in  seiner  Abhandlung: 
„Ueber    ein    die    homogenen     Functionen    zweiten     Grades 


^^betrefi 
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betreffendes  Theorem  uebst  Anwendung  auf  die  Theorie  der 
kleinen  Schwingungen"*).  Ein  einfacher  Beweis  findet  sich 
auch  bei  Routh,  welcher  (1.  c.  p.  36—39)  zeigt,  dass  im  Falle 
lauter  verschiedener  Wurzeln  von  D  dieselben  durch  die 
Wurzeln  einer  ersten  Unterdeterminante,  letztere  durch  die 
Wurzeln  einer  zweiten  Unterdeterminante  u.  s.  f.  separirt 
werden,  dass  also,  wenn  v  Wurzeln  von  D  zusammenrücken, 
dies  zugleich  mit  v  —  1,  v — 2. ..Wurzeln  der  ersten,  zweiten... 
Unterdeterminanten  geschieht.  —  Weierstrass  zeigt  a.  a.  0., 
dass  man  unter  der  besprochenen  Bedingung,  d.  h.  wenn 
die  Determinante  D  lauter  einfache  „ Elementar theiler^'  hat, 
auöh    im   Falle    mehrfacher    Wurzeln  die  Formen  g)  und  i/; 

n  n 

gleichzeitig  auf  die  Normalformen  ^  Xir?  und  ^  r} 
bringen  kann**).  ^  ^ 

Ist  nun  z.  B.  Xu  =  hi-\-\'  •'  =  hi^v—\  eine  v-fache  Wurzel, 
so  enthalten  heide  Formen  die  Quadratsumme 

r^  +  n+i^  -\ 1-  n+^_i^ 

welche  in  der  ersten  mit  lu  multiplicirt  ist.  Diese  Summe 
kann  man  nun  durch         ^ — --fach   unendlich   viele   orthogo- 

1) 


nah   Substitutionen    in    sich    selbst    überführen,    fla    — 


2 

Coefficienten  einer  Substitution,  welche  dies  leistet,  willkür- 
lich wählbar  sind. 

Demselben  Grade  von  Willkürlichkeit  unterliegt  demnach 
die  Einführung  der  zu  einer  v- fachen  Wurzel  gehörenden 
Normalcoordinaten.  Die  schliessliche  Lösung  hat  also,  wenn 
beispielsweise  A^  =  Ag  •  •  •  ==  Ay  ist,  die  Gestalt 


'/i  =  ^n  cos  y^i  (t  —  ^ii)  +  J5^4.iDii(--A,+i).cos]/A»,+i(^  — ^^+i)  +  ••• 

fj^  =  B^c^  cos  ]/Ä^  (t  —  ^12)  +  BrJ^iB^^i—  ly+i)  .  cos  l/Ar+l  {t tvJ^i)  +  •  • . 

g«  =  jBi„  cos   I/Ai  (t  —  tin)  +  7?r+l  An(— Av+l)  •  COS  YX^  +  iit  —  tr-^  l)  +  '  ••  " , 


*)  Berliner  Monatsber.  1858  p.  207. 
**)  Vergl.  auch  Darboux  in  den  Zusätzen  zur  neuen  Aasgabe  von 
Lagrange's  Mecanique  analytique,  1888,  Tome  I,  Note  VIII. 
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wo  V  von  den  Constantenpaaren  Bih,  hn  willkürlich  sind. 
Somit  können  im  Falle  einer  mehrfachen  Wurzel  mehrere 
Coordinaten  mit  gleicher  Periode  und  von  einander  unab- 
hängigen Amplituden  und  Phasen  schwingen,  wodurch  die 
Gesammtbewegung  sehr  complicirt  werden  und  insbesondere 
Erscheinungen  darbieten  kann,  welche  eine  gewisse  Aehn- 
lichkeit  mit  fortschreitenden  Wellen  besitzen.  Abgesehen  hier- 
von kann  man  aber  nach  dem  Vorhergehenden  sagen,  dass 
der  Fall  mehrfacher  Wurzeln  keine  Ausnahmestellung  ein- 
nimmt. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  über  Normalcoor- 
dinaten  etc.,  welche  im  Wesentlichen  denjenigen  Rayleigh's 
in  seiner  Theorie  des  Schalles  entsprechen,  finden  sich  in 
etwas  anderer  Form  wieder  in  §  5  (Retour  ä  l'hypothese 
moleculaire)  der  schon  citirten  neueren  Arbeit  Poincare's.  Der- 
selbe behandelt  dort  die  Wärmeausgleichung  in  einem  System 
von  n  Theilchen,  welche  gegen  einander  und  in  den  umgeben- 
den Raum  von  der  Temperatur  0  nach  dem  Newton'schen 
Erkaltungsgesetze  Wärme  ausstrahlen,  und  findet,  dass  die 
Temperaturen  V^  .  .  .  Vn  der  n  Theilchen  den  n  simultanen 
linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

1 

genügen,  welche  man,  da  Ca:  =  Cjti  ist,  auch  schreiben  kann 

^ 11^     oder    A{^\--1^, 

dt    ~~         2    dV,     ^^^^      dt\dvj~        dV. 

Dabei  ist  cp  die  quadratische  Form 

^  ^  Ca  ( F..  -  ny  +^  Q  r,^ 

welche  definit  ist,  weil  die  Constanten  C  der  Natur  der  Sache 

n 

nach  positiv  sein  müssen;  ferner  ist  i^  =  ^f  F»^.  Transfor- 
mirt  man  also  nach   der  besprochenen   Theorie    durch   eine 

n 

orthogonale  Substitution   (p  auf  die   Normalform    J^,  A/  Uj^ , 
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während  ^  =  ^^  Ui^  wird,  so   sind  alle  Xi  reell  und  positiv , 


und  es  ergiebt  sich 


n- 


dU. 


dt 

Man  sieht,  dass  die  Behandlung  dieses  Problems  eine  voll- 
ständig analoge  ist,  wie  die  des  Schwingungsproblems  für 
ein  System  von  ^  Graden  der  Freiheit;  dem  für  letzteres 
hergeleiteten  Satze  über  die  Normalschwingungstypen  ent- 
spricht hier  der  folgende: 

In  einem  Systeme  von  n  materiellen  PunMen^  welche  nach 
dem  Newton' sehen  Erhaltungsgesetze  Wärme  ausstrahlen^  giebt  es 
stets  n  hestimmte  Temperaturvertheilungen  von  der  Art,  dass 
sich  hei  jeder  alle  n  Punkte  mit  einer  und  derselben  bestimmten 
Erlialtungsgeschwindigheit  abkühlen^  so  dass  also  die  Verhältnisse 
ihrer  Temperaturen  constant  bleiben. 

§  4.  Uebergang  zum  Grenzfall  von  unendlich  vielen 
Graden   der   Freiheit.     Einführung   der  Normalfunctionen. 

Wir  kommen  nun  zur  Uebertragung  der  im  Vorher- 
gehenden gewonnenen  Resultate  auf  den  Fall,  dass  die 
Zahl  n,  d.  i.  beim  Schwingungsproblem  der  Grad  der  Frei- 
heit des  schwingenden  Systems,  unendlich  gross  ist. 

An  Stelle  der  die  Punkte  des  Systems  bestimmenden 
Indices  1 ,  2  .  .  .  n  treten  dann  die  gewöhnlichen  Coordinaten 
Xy  y,  2y  und  die  Grössen  q^...  qn,  die  „Coordinaten  des  Systems", 
gehen  in  eine  Function  q  der  Coordinaten  x,  y,  z  und  der  Zeit 
über.  Die  ai]^,  bik  würden  im  Allgemeinen  Functionen  von 
zwei  Argumentpunkten,  entsprechend  ihren  beiden  Indices. 
Bei  den  Schwingungs-  und  Wärmeleitungsproblemen  liegt 
jedoch  der  besondere  Fall  vor,  dass  in  der  einen  quadratischen 
Form  (^)  nur  die  b^k  von  0  verschieden  sind,  während  die 
andere  die  auf  voriger  Seite  gelegentlich  der  Poincare'schen 
Entwicklung  angeführte  Form  hat  mit  der  Specialisirung, 
dass  nur  die  Ciky   welche   sich  auf  benachbarte  Punkte,  und 
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nur  die  Cij  welche  sich  auf  an  der  Begrenzung  des  Systems 
liegende  Punkte  beziehen,  von  0  verschiedene  Werthe  haben. 
Dies  hat,  wie  man  leicht  erkennt,  zur  Folge,  dass  die  Integrale^ 
in  welche  die  Summen  q)  und  t^  beim  Grenzübergang  zw  n  =  <X) 
übergehen,  im  Falle  eines  ebenen  Gebietes  (also  etwa  einer 
schwingenden  Membran)  die  Form  annehmen: 

(10)      ]  +Jaü^ds, 

analog  wird  bei  drei  Dimensionen 

wo  F  eine  quadratische  Form  ist.  Hier,  wie  weiterhin,  be- 
zeichnen dv,  do  das  Raum-  und  Oberflächenelement  eines 
dreidimensionalen,  df  und  ds  das  Flächen-  und  Randelement 
eines  zweidimensionalen  Gebietes,  und  Ä,  Ä\  Ä" ,  B  und  a 
irgend  welche  gegebene  Functionen  des  Ortes.  Statt  q  haben 
wir  eine  Function  u,  die  von  den  Coordinaten  x,  y,  z  allein 
abhängen  soll,  gesetzt,  weil  bei  der  zur  Einführung  der  Nor- 
malcoordinaten  anzustellenden  Untersuchung  von  (p  und  ^ 
die  Abhängigkeit  des  g  von  der  Zeit  doch  nicht  in  Betracht 
kommen  würde,  wie  ja  auch  bei  der  entsprechenden  Unter- 
suchung des  vorigen  Paragraphen  g^ ,  q^.^.qn  unabhängig  von 
der  Zeit  sein  konnten. 

Schreibt  man  in  <p  und  ^  bezw.  q  und  -~  =  q   statt  u.  so 

bedeutet  beim  Problem  der  schwingenden  Membran  ^  die  leben- 
dige Kraft  T,  cp  die  potentielle  Energie  V.  Es  sei  noch  bemerkt, 

dass  das  Randintegral  /  aq^ds  in  diesem  Falle  die  potentielle 

Energie  der  am  Rande  wirkenden,  mit  der  Verrückung  (g)  propor- 
tionalen Kräfte  ist,  welche  im  Falle  einer  Nachgiebigkeit  des 
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ßahmens  angenommen  wurden;  wirken  solche  Kräfte  auch  im 
Innern,  so  tritt  zu  F  noch  ein  Flächenintegral  /  /  Äq^d  fhinzu. 
Endlich  kann  auch^  wenn  man  die  zu  bewegende  Masse  des 
Rahmens  berücksichtigt,   zu    /   /   Ä" q'^df  ein  Randintegral 

f  aq'^ds  hinzukommen;  es  macht  dies  aber  für  das  Fol- 
gende keinen  wesentlichen  Unterschied. 

Die  Integralausdrücke  (p  und  ip  sind  nun,  wie  früher 
die  quadratischen  Formen,  in  die  „ Normalform '^,  d.  h.  in 
Summen  oder  Integrale  überzuführen,  deren  sämmtliche  Glieder 
bezw.  Elemente  Quadrate  der  unendlich  vielen  in  u  enthal- 
tenen willkürlichen  Constanten,  multiplicirt  mit  bestimmten 
coustanten  Factoren,  sind;  diese  willMrlichen  Constanten  ent- 
sprechen hier  nämlich  den  Normalcoordinaten  (siehe  auch 
unten).  Diese  Transformation  geschieht,  entsprechend  dem 
früheren    Verfahren,    dadurch,    dass    man    die    Maxima    und 

Minima  von  —  oder  diejenigen  von  qp  bei  constautem  ^  auf- 
sucht.    Hier  giebt  dies  die  Bedingungsgleichung 

wo  A  ein  Lagrange'scher  Multiplicator  ist  und  das  Zeichen  ö 
die  Variation  in  Bezug  auf  u  bedeutet.  Nun  liefert  die 
Forderung,  dass  die  erste  Variation  des  Flächenintegrals 

resp.  des  analogen  Raumintegrals  verschwinden  soll,  nach 
den  Regeln  der  Variationsrechnung  für  das  Innere  des  Ge- 
bietes gerade  eine  partielle  Bifferentialgleiehimg  der  von  uns 
zu  betrachtenden  Art,  wie  aus  dem  im  I.  Theile  gelegent- 
lich der  Ptcarcfschen  Arbeit  Gesagten  hervorgeht.  Diese 
partielle  Differentialgleichung  für  w  vertritt  demnach  jene 
n  linearen  Gleichungen  für  g'i  . . .  g'w;  deren  Determinante  D 
eine  so  hervorragende  Rolle  spielte. 

Man    hätte     die     partielle    Differentialgleichung  '  beim 
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Schwingungsproblem  übrigens   auch   dadurch  erhalten,  dass 
man  aus  dem  Hamilton'schen  Princip 


^J{T-  V)dt  =  0 


erst  die  Bewegungsgleichung  für  q^   abgeleitet  und  in  diese 

auf  Grund  der  früheren  Ueberlegung  (cf.  S.  4)  q  =  u  cos 

eingesetzt  hätte.  Dies  gilt  auch  für  die  Luftschwingungen, 
wo  nur  die  Bedeutung  der  beiden  Integralausdrücke  vertauscht 
ist  und  das  Randintegral  in  ^  statt  in  cp  auftritt. 

Ausser  der  partiellen  Differentialgleichung  erhält  man 
aus  der  Gleichung  ö{cp  —  A^)  =  0  aber  auch  noch  eine  Be- 
dingung, welcher  ii  an  der  Begrenzung  des  Gebietes  genügen 
muss;  denn  es  ist  z.  B.*) 


(11) 


\dxl    ^^  dx  dy    '^         \dv/ 


—  lÄ'''u^^  dxdy  +  djaü^ds 
+  kA'"u\  du, dxdy 

Man    findet   demnach    eine   Grenzbedingung   von   der  in  §  1 
dieses  Theiles  aufgestellten  allgemeinen  Form 

du    .         du    .       _        ^ 
'''  3^  +  ''^  g^  +  «"  =  ^- 

Die  Grenzbedingung  ü  =  0  ist  in  derselben  zwar,  wenn 
man   will,    auch    mit    enthalten  (für  a  =  oo);    doch    ist   es 


*)  Dass  hier  df  =  dxdy  gesetzt  wird,  ist  keine  Beschränkung, 
da  man,  wenn  df=  C .  dxdy  ist,  nur  den  Factor  G  aus  den  Functionen 
A\  B,  A" ,  A'"  abzusondern  braucht. 
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besser,  dieselbe  besonders  zu  behandeln  und  dann  in  dem 
Ausdrucke  cp  das  Randintegral  fortzulassen. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  es  scheinen,  als  ob  die  Grenz- 
bedingung bei  dem  Uebergang  zu  einem  stetigen  Körper  neu 
hinzuträte.  In  Wirklichkeit  würde  man  aber  bei  Systemen 
von  einer  endlichen  Anzahl  von  Graden  der  Freiheit  etwas 
ganz  Analoges  haben,  wenn  man  die  äussersten  Punkte 
der  Systems  gesondert  betrachtete.  Man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  für*  diese  specielle  Bedingungen  (Befestigung; 
äussere  Kräfte,  welche  sie  in  der  Gleichgewichtslage  zu 
halten  streben)  gegeben  sein  müssen.  Dieselben  kamen  aber 
bei  der  allgemeinen  Behandlung  des  Problems  nicht  zum 
besonderen  Ausdruck,  sondern  waren  implicite  in  den  Werthen 
der  üfik  und  h^k  enthalten;  so  enthielt  das  System  der  n 
linearen  Gleichungen  S.  41  selbst  schon  die  Grenzbedingung. 
Ein  lehrreiches  Beispiel  für  die  Entstehung  der  Grenzbedingung 
beim  Uebergang  zu  n  =  oo  ist  das  nach  der  Lagrange'schen 
Methode  behandelte  Problem  der  schwingenden  Saite*). 

Wir  seh  Hessen  jetzt,  indem  wir  zum  Grenzfall  n  =  oc 
übergehen,  aus  den  früheren  Sätzen  über  die  Wurzeln  der 
determinirenden  Gleichung  D( — A)  =  0,  dass  es  stets  unendlich 
viele  reelle  Werthe  von  X  giebt^  für  welche  den  StetigJceitsbedin- 
gungen  genügende  Lösungen  unserer  partiellen  Differe^itialgleichung 
hei  den  eben  angegebenen  Grenzbedingungen  möglich  sind**). 

Jene  „ausgemchneten*'  Werthe  von  A,  oder  von  ¥  nach 
der  früheren  Bezeichnung***),  können  als  die  Wurzeln  einer 


*)  cf.   Lagrange,    Mäcanique    analytique,    Tome  I,  p.  390  —  422. 
Ferner  z.  B.  Routh,  1.  c.  Cap.  IX. 

**)  Eine  Hauptschwierigkeit  des  auf  den  Uebergang  zu  lim  w  =  oo 
zu  begründenden  Existenzbeweises  würde  der  Nachweis  sein,  dass  eine 
durch  beliebige  Interpolation  aus  den  n  Functionalwerthen  qi  -  .  .  q^ 
hergestellte  Function  u  beim  Grenzübergang  in  eine  nebst  ihren 
ersten  Differentialquotienten  stetige,  der  partiellen  Differentialgleichung 
genügende  Function  übergeht. 

***)  Die  im  I.  Theil  mit  k^  bezeichnete  Grösse  unterscheidet  sich  von 
dem  jetzt  eingeführten  X  nur  durch  einen  gegebenen  Factor,   welcher 
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transcendenten  Gleichung  angesehen  werden,  welche  man 
freilich  erst  mit  Hufe  der  Grenz-  bezw.  Stetigkeitsbedingungen 
aufstellen  kann,  nachdem  eine  geeignete  Lösung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  mit  unbestimmtem  A  gefunden 
ist.  —  Dass  alle  Wurzeln  X  positiv  sind,  kann  man,  den 
früheren  Entwickelungen  entsprechend,  nur  dann  behaupten, 
wenn  nicht  nur,  wie  immer  vorausgesetzt  wird,  Ä\  B,  Ä'  etc. 
und  Ä",  sondern  auch  a  ausschliesslich  positive  Werthe  an- 
nimmt. (Siehe  auch  S.  59  unten.)  —  Es  lässt  sich  auch  nicht 
allgemein  schliessen,  dass  die  ausgezeichneten  Werthe  discrete 
Werthe  sind,  d.  h.  in  Intervallen  auf  einander  folgen ;  in  der 
That  werden  wir  Ausnahmefälle  kennen  lernen,  wo  sie  eine 
continuirliche  EeiJie  bilden,  und  wo  also  innerhalb  gewisser 
Grenzen  alle  Werthe  für  A  statthaft  sind. 

Wir, haben  uns  nun  mit  den  Lösungen  %,  Wg,  . . .  w«  .  . . 
der  partiellen  Differentialgleichung  für  u  zu  beschäftigen, 
welche  zu  den  ausgezeichneten  Werthen  A^,  Ag  .  .  .  A„  gehören, 
und  welche  wir  ausgezeichnete  Lösungen  oder,  wenn  über  den 
in  ihnen  enthaltenen  willkürlichen  constanten  Factor  in  be- 
stimmter, sogleich  näher  anzugebender  Weise  verfügt  wor- 
den ist,  Normalfunctionen  des  betrachteten  Bereiches  nennen. 
Jede  derselben  geht  beim  Grenzübergang  aus  einem  solchen 
Werthsystem  der  Grössen  q^  .  .  .  qn  hervor,  welches  man  aus 
den  n  linearen  Gleichungen  S.  45  durch  Einsetzen  einer  speci- 
ellen  Wurzel  A^  erhält.  Dieses  zu  Aj-  gehörige  Werthsystem 
ist  aber  nach  dem  S.  43  u.  46  Gesagten  bis  auf  einen  gemein- 
samen Factor  identisch  mit  den  Coefficienten  ßu,  ß2i,"-ßni  der 
Substitution,  durch  welche  die  „Normalcoordinaten^^  r^  .  . .  r„ 
eingeführt  wurden.  Vielleicht  ist  es  nützlich,  besonders  her- 
vorzuheben, dass  hiernach  die  ausgezeichneten  Lösungen  oder 
Normalfunctionen  Ui  in  keiner  Weise  mit  den  Normalcoordi- 
naten  verwechselt  werden  dürfen.  Die  letzteren  sind  auch 
jetzt  nichts  anderes,  als  willkürliche  Constanten,  bezw.  Pro- 
ducte  aus  solchen  in  cosYXi  (t  —  ti)     oder     e~^iK 

in  dem  einfachen  Falle,  wo  B  =  0,  A'  =  Ä"  ist  und  Ä'  und  J.'"  Con- 

A'" 
stanten  sind,  den  Werth  — j-,-  hat. 
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Wenn  man  über  die  absoluten  Wertbe  der  Coordinaten 
qh  und  Tu  durch  die  Festsetzung  i/;  =  1  verfügt,  werden  die 
zu  A  =  Xi  gehörigen  Werthe  q^  .  .  .  q».  mit  den  /3i/  .  .  .  ^ni 
selbst  identisch,  so  dass  das  System  der  ^m  für  n  =  <y:>  direct 
in  Ui  übergeht.  Aus  den  S.  47  für  die  Coefficienten  ft*  auf- 
gestellten Orthogonalitätsbedingungen  entstehen  dann  für  zwei- 
dimensionale Gebiete  folgende  Integralrelationen  für  die  Normal- 
functionen: 


(12a)     /   /  Ä"uk%ikdf==^Q , 
(12b) 


J  J    \        dx    dx   '^  -^Kdx    dy~^dx    dy ) 


(12c)  JjA"'uj?df=l, 

+  /  auj? ds  =  h- 

Wie  sich  diese  Gleichungen  für  ein-  und  dreidimensionale 
Gebiete  gestalten,  ist  ohne  Weiteres  klar.  Die  dritte  (oder 
vierte)  derselben  bestimmt  den  constanten  Factor,  welcher 
in  einer  ausgezeichneten  Lösung  zunächst  willkürlich  ist.  — 

Diese  Integraleigenschaften  kann  man  auch  direet  aus  der 
Definition  der  Normalfunctionen  durch  die  Differentialgleichung 

(13)    a^V        dx  '^^  d'yjT  dyV^  dx  '^  ^     dy  ) 

+  hA"'  Uk  =  0 
und  die  Grenzbedingung 

■j-  ccü  =  0 
in  folgender  Weise   ableiten.    —    Bekanntlich  gilt  für  zwei 
endliche  und  stetige  Functionen  X(x,  y),  Y{Xy  y)  die  Identität: 

j  j  (If  +  1^)  ^^^y=j  (^  cos(^^^)  +"rcos  {ny))ds, 


(15) 
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wo  das  Doppelintegral  über  irgend  ein  ganz  im  Endlichen 
liegendes  Flächenstück,  das  Linienintegral  über  dessen  Be- 
grenzung zu  erstrecken  ist.  •   Setzt  man  nun  erstens 

(du,  duj,\  {     du,  ..GUu\ 

und  dxäy  =  df^  so  erhält  man 

'^JJ    1       ^^    dx  '^  -^Kdx    dy'^  dy    dx) 

oder  nach  Benutzung  der  Differentialgleichung  und  Grenz- 
bedingung: 

J  J    1^    dx    dx  '^  -^Kdx    dy  "^  dx    dy  ) 

dur,  dui.\  r 

(150  +^V-ä^r^+J"^^^*^' 

=  X,JjÄ"uuUkdf, 

Da  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  vollständig  symme- 
trisch aus  Uk  und  Uk  gebildet  ist,  so  ist  er  auch 


=^  Xf,  j  j  A"uhUkdf. 


Wenn  nun  %  und  Uk  zu  verschiedenen  ausgezeichneten  Werthen 
von  A  gehören,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  dass 

sowohl  die  linke  Seite,  als  auch    /   /  A" iinUkdf  gleich  Null 

ist.  Damit  sind  zwei  der  Integraleigenschaften  bewiesen. 
Die  letztere  von  ihnen  nennt  Lord  Bayleigh  die  Eigenschaft 
des  Conjugirtseins  der  Functionen  Uh,  w*-,  man  kann  auch  in 
Hinblick  auf  die   Analogie    mit    der  Relation  zwischen   den 
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Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  die  Normalfunc- 
tionen,  welche  diese  Eigenschaften  besitzen,  als  011  einander 
orthogonal  bezeichnen,  und  diese  Benennung  soll  im  Folgen- 
den angewandt  werden,  da  das  Wort  conjugirt  schon  zu  viel 
in  anderen  Bedeutungen  gebraucht  wird. 

Aus  dem  für  den  Fall  eines  endlichen  n  abgeleiteten 
Resultate  folgern  wir,  dass,  wenn  A/,  eine  mehrfaclie  (v-fache) 
Wurzel  ist,  die  zugehörigen  Normalfunctionen  sich  linear  durch 

V  solche  ausdrücken  lassen^  welche  auf  — ^-r — -  -fach  unendlich 

viele  Weisen  so  gewählt  werden  können,  dass  je  zwei  von  ihnen 
zu  einander  orthogonal  sind.  Bei  einigen  später  zu  besprechen- 
den Beispielen  wird  sich  dieser  wichtige  Satz  bestätigen.  — 
Die  Orthogonalitätseigenschaft  haben  Poisson  und  Andere 
nach  ihm  benutzt,  um  zu  beweisen,  dass  die  transcendente 
Gleichung  für  A  nur  reelle  Wurzeln  haben  kann.  Gäbe  es 
nämlich  zwei  conjugirt  complexe  Wurzeln  A^,  hj  so  wären 
auch    die    zugehörigen    Normalfunctionen    W/,,    Uk    conjugirt 

complex,  mithin  jedes  Element  des  Integrals  1    /  A'" UhUkdf 

positiv,    was    im    Widerspruch    stände    zur    Orthogonalitäts- 

bedingung  /•  /• 

j  j  Ä''u,u,df=0, 

Setzt  man  in  der  Gleichung 

//*(S  +  -gj)  df=J\xcos(nx)  +  ¥  cos  {ny))ds, 
zweitens 

so  erhält  man; 

+  /  ccüh^ds  =  h  j  f  A'"ui?df. 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man  zunächst,  dass  alle  ausge- 
zeichneten Werthe  von  l  positiv  sind,  falls  a  längs  der  ganzen 
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Begrenzung  positiv  ist;  denn  bei  negativem  A/,  könnte  die 
vorstehende  Gleichung  nur  durch  %  =  0  befriedigt  werden. 
Da  in  %  noch  ein  constanter  Pactor  willkürlich  ist,  kann 
man  durch  geeignete  Wahl  desselben  bewirken,  dass 


ff 


A"'u}?df=l 


wird,  wodurch  (16)  in  die  vierte  der  Integralrelationen  (12) 
übergeht. 

Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (12c) 
und  (12  d)  mit  t/'(%)  bezw.  q)(uh),  so  ist 

und  zwar  ist  dieser  Werth  ein  Minimum  oder  Maximum  der 

Function  ^^-7-^:   denn   wir   gelangten   ia   zu  den   Normalfunc- 

tionen  zuerst  gerade  durch  Aufsuchung  der  Minima  oder 
Maxima  dieses  Ausdrucks,  wobei  wir  die  Existenz  solcher 
Maxima  und  Minima  als  durch  den  Grenzübergang  von  end- 
lichem   zu    unendlich    grossem   n    sichergestellt    annahmen. 

Mittelst  dieses   Grenzüberganges   ergiebt   sich  auch,  dass  -y- 

für  u  =  Uh  den  kleinsten  Werth  annimmt,  der  möglich  ist,  wenn 
die  Function  u  den  Bedingungsgleichungen  genügen  soll: 

I  I  Ä"u^udf=  I  I  Ä"u2udf...=  I  j  Ä"uk—iudf=0, 
welche   wir   nach  Analogie   der  Bemchnung  S.  46   schreiben: 

i){Uy   Mj)  =  fpiu,   U2)  =  •  '  •  =  ll^(Uj   Uk—l)  =  0, 

oder  auch  cp(u)  den  Ideinsten  Werth  hei  denselben  Nebenbedin- 
gungen und  der  neu  hinmJcommenden :  f(ii)  =  1. 

H.Weber*)  hat  die  Existenz  der  ausgezeichneten  Lösungen 
durch  die  Erwägung  beweisen  wollen,  dass  es  eine  Function 
ti  geben  müsse,  für  welche  bei  den  Nebenbedingungen 

i^(ii)  =  1,     7l;{Uj  Uj)  =  tlj{u,  u^)  ...  =  ip(u,  un-i)  =  0 


*)   Math.  Ann.  1  p.   Iff.  1868.  Vergl.  auch  Pomca; e,  Amer.  Journ. 
of  Math.  Xll.  No.  3,  1889. 
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der  Ausdruck  (p  ein  Minimum  wird;  diese  Function  u  hat 
dann  nothwendig  alle  Eigenschaften  der  Normalfunction  U/^. 
Dies  ist  übrigens  insofern  nicht  genau  die  Betrachtungsweise 
Ä  Weber' s,  als  derselbe  nicht  die  Minima  von  (p^  sondern 
diejenige  des  Flächenintegrals*) 


sim+mvf 


allein  aufsucht^  und  dafür  noch,  um  die  Randbedingung 
hü  -{-  -^  =  0  zu   erhalten,   fordert,    dass    das   Randintegral 

/  ü^ds  einen   constanten  Werth  haben   soll-,   auch  setzt  er 

ip  =   j    \  ii^df  nicht  =1,  sondern  gleich  einer  anderen  Con- 

stante  c.  Diese  Unterschiede  sind  jedoch,  wie  man  sieht, 
nur  unwesentlich. 

Die  angedeutete  Schlussweise  kann  nun  aber  die  Existenz 
der  Normalfunctionen  nicht  beweisen,  weil  man  nicht  weiss, 
ob  die  Function  Uj  welche  allen  Nebenbedingungen  genügt, 
und  für  welche  q),  d.  h. 

//((!-:)■+ ©V^- 

seinen  kleinsten  Werth  erreicht,  noch  stetig  ist.  H.  Weber 
hielt  sie  dennoch  begreiflicher  Weise  für  beweiskräftig,  weil 
zu  jener  Zeit  das  sog.  Birichlef sehe  Princip  der  Potential- 
theorie, dem  sie  ja  ganz  ähnlich  ist,  von  den  meisten  Mathe- 
matikern noch  als  richtig  angesehen  wurde.  —  Foincare  da- 
gegen, der  in  seiner  erwähnten  Abhandlung  die  Weber'sche 
Schlussweise  mit  der  Modification,  welche  wir  oben  erörtert 
haben,  jedoch  ebenfalls  nur  für  den  von  Weber  betrachteten 
speciellen  Fall  auseinandersetzt,  behauptet  nur,  dass  durch 
sie  die  Existenz  der  Normalfunctionen  wahrseheinlieh  gemacht 
werde,  was  freilich  auch  schon  zu  viel  gesagt  ist. 

Dagegen  folgt  in  aller  Strenge  durch  Berechnung  der 
ersten  Variation  von  (p,  dass  die  durch  die  partielle  Di/feren- 

*)  Weber  sowohl  als  Poincare  betrachten  nur  den  Fall,  wo 
B  =  0,  ^'  =  Ä"  =r  Ä"'  =  Const.  ist. 


62  Ueber  die  Gleichung:  Au  -{-  k^u  =  0. 

tialgleichung  (13),  die  Stetiglceitseigenschaften  und  die  Bandbe- 
dingtmg  (14)  (in  welcher  die  Grosse  a  hier  aber  als  positiv 
vorausgesetzt  werden  muss)  definirte  Normalfunction  Uu  den 
Integralausdruck  (p  bei  den  Nebenbedingungen 

(17)  7l}{u)  =  1 ,  rl)(u;  u^)  ==  -^  {uyU^  .  .  .  =  ip(ujUh—i)  =  0 
thatsächlich  0u  einem  Minimum  macht,  dessen  Werth  gerade  der 
ausgezeichnete  Werth  In  ist.  Dass  die  erste  Variation  von  (p 
für  u  =  Uh  verschwindet,  folgt  unmittelbar  aus  Gleichung  (11), 
und  ein  Maximum  ist  durch  die  Natur  der  Function  q),  welche 
nur  positive  Werth e  annehmen  kann,  von  vornherein  ausge- 
schlossen. Der  letzte  Theil  des  vorstehenden  Satzes,  d.  h. 
dass  h  =  (p{iih)  ist,  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (16). 

§  5.    Portsetzung.    Reihenentwickelungen  nach  Normal- 
functionen  etc. 

Durch,  die  Normalfunctionen  %  und  die  Normalcoordina- 
ten  n  drückt  sich  nun  die  vollständige  Lösung  q  wie  folgt  aus : 

00 

(18)  2  =  2«*^,, 

1 

welche  Gleichung  jetzt  das  frühere  System  linearer  Glei- 
chungen 


h  =  ^  ßikrk     ('/=-=  1  -  -n) 


vertritt.    Die  n  sind,  gerade  wie  bei  endlichem  w,  bei  Schwin- 

cos  yx^,  (t  —tj\ 

gungsproblemen  von  der  Form  An -^ -,  bei  Wärm e- 

cos  yxj^ .  \ 

Problemen  von  der  Form  Au-e  '  ,  wobei  die  Ah  willkürliche 
Constanten  sind.  Die  kinetische  und  potentielle  Energie 
erhalten  bei  den  Schwingungen  von  Membranen  die  Gestalt: 

CO  00 

(19)  T  =  2n%     F  =  2/l„r/; 

1  .  1 

umgekehrt  ist  es  bei  Luftschwingungen.  Man  erkennt  aus  (19) 
sofort  den  Satz,  dass  die  für  eine  Zeit,  die  ein  ganzes  Viel- 
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Faches  der  tiefsten  Fundamentalschwingungsdauer  ist,  gebil- 
deten Mittel werthe  von  T  und   V  einander  gleich  sind. 

Setzt  man  die  Zeit  t  constant,  z.  B.  =0,  so  ergiebt 
sich  die  vollständige  Lösung  für  q  bei  der  mehrfach  er- 
wähnten Grenzbedingung  in  der  Form: 

CO 

(20)  q  =  u^^  AhUn. 

Da  nun  diese  unendliche  Reihe  den  Anfangsmstand  von 
q  darstellt,  so  schliessen  wir  aus  dem  Ohm' sehen  Princip 
(S.  4),  vorbehaltlich  näherer  mathematischer  Untersuchung, 
dass  sie  eine  willkürlich  gegebene  Function  u  darzustellen 
vermag.  Somit  gelangen  wir  zu  dem  Satz:  „Jedes  für  einen 
gegebenen  Bereich  geltende  vollständige  System  von  Normal- 
functionen  liefert  eine  Reihendarstellung  einer  für  das  Innere 
dieses  Bereiches  willkürlich  gegebenen  Function;  dabei  kann  man 
eine  beliebige  partielle  Differentialgleichung  und  eine  beliebige 
Gren^bedingung  der  von  uns  betrachteten  Art  zu  Grunde  legen.'' 

Auf  dem  Rande  können  keine  willkürlich  vorgeschrie- 
benen Werthe  mehr  dargestellt  werden,  da  alle  Glieder  der 

Reihe  einer  und  derselben  Gleichung  hü  -{-  ^  =  0  genügen. 

Die  Bestimmung  der  Coeffidenten  in  der  unendlichen  Reihe  (20) 
wird  durch  die  Orthogonalitäts- Eigenschaft  der  Normalfunc- 
tionen  ermöglicht;  es  ergiebt  sich  nämlich  mit  Rücksicht 
auf  (12a)  und  (12c),  wenn  man  beide  Seiten  von  (20)  mit 
A"'uhdf  multiplicirt  und  über  das  gegebene  Gebiet  integrirt: 

(21)  A  =JJa'"uuh  df, 

welche  Formel  hier  der  inversen  Substitution  (S.  47)  ent- 
spricht. Dieselbe  Coefficientenbestimmung  ergiebt  sich,  wie 
für  die  Fourier'sche  Reihe  hinlänglich  bekannt  ist,  wenn  man 

u  durch  eine  Summe  ^  AnUk  von  einer  endlichen^  beliebig 
grossen  Gliederzahl  möglichst  genau  darstellen  will  und  die 
Ah  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnet  (vergl. 
z.  B.  die  mehrfach  erwähnte  Arbeit  von  Poincare,  §  3). 
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In  besonderen  Fällen  tritt  an  Stelle  der  unendliclien  Reihe 
eine  Integraldarstellung,  nämlich  stets  dann,  wenn  die  Werthe 
hf  also  auch  die  Normalfunctionen  %  eine  stetige  Mannig- 
faltigkeit bilden;  eine  solche  Darstellung  hat  die  Form 

(22)  u  =  rAhUh  diu , 

wo  X\  X"  die  äussersten  von  X  erreichten  Werthe  sind.  Dies 
tritt  in  der  Regel  ein  für  Gebiete,  die  sich  in's  Unendliche 
erstrecken,  ausserdem  aber  unter  Umständen,  z.  B.  wenn  die 
Function  A"'  unendlich  gross  wird  (K.),  auch  für  ganz  im 
Endlichen  liegende  Gebiete.  Dass  im  Falle  von  zwei  Dimen- 
sionen ein  Unendlichgross werden  von  A"' ,  d.  i.  des  Factors 
von  u  in  der  Differentialgleichung,  dieselbe  Wirkung  hat, 
wie  eine  unendliche  Ausdehnung  des  Bereiches,  folgt  aus  dem 
S.  29  besprochenen  Verhalten  der  Differentialgleichung  bei 
der  conformen  Abbildung.  Wenn  die  Normalfunctionen  Pro- 
ducte  aus  zwei  Functionen  je  einer  Coordinate  sind,  so  können 
auch  Reihendarstellungen  in  Bezug  auf  die  eine,  Integraldar- 
stellungen in  Bezug  auf  die  andere  unabhängige  Variabele 
vorkommen;  ähnliche  gemischte  Darstellungen  sind  natürlich 
für  dreidimensionale  Bereiche  möglich*). 

Wie  wir  in  der  Einleitung  bemerkten,  ist  es  hier  nicht 
unsere  Absicht,  irgendwie  genauer  auf  diese  Lehre  von 
den  Reihenentwickelungen  bezw.  Integraldarstellungen  einzu- 
gehen. 

Die  zur  Coefficientenbestimmung  dienende  Formel  (21) 
behält  ihre  Gültigkeit  auch  in  dem  Falle,  wo  %  zu  einem 
mehrfachen  (v-fachen)  ausgezeichneten  Werthe  gehört,  voraus- 
gesetzt, dass  Uh  einem  Systeme  von  v  zu  einander  orthogonalen 
(conjugirten)  bezüglichen  Normalfunctionen  angehört;  es  wurde 
in  §  4  (S.  49)  der  Satz  begründet,  dass  man  ein  solches  Sy- 
stem stets  auf -^ — 'fach  unendlich  viele  Weisen  herstellen  kann. 


*)  Die  Fourier'schen  Integraldarstellungen  geben  hierfür  bereits 
verschiedenartige  Beispiele.  In  BayleigKs  Theorie  des  Schalles  finden 
sich  Teeine  Tntegraldarstellungen. 
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Ist  dagegen  in  diesem  Falle  Uk  eine  beliebige  ausgezeichnete 
Lösung,  also  aus  v  speciellen  zu  einander  orthogonalen  mit 
willkürliehen  Coefficienten  linear  zusammengesetzt,  so  ist  die 
Formel  (21)  nicht  mehr  anwendbar,  weil  eine  solche  Lösung 
nicht  nur  eine  willkürliche  Constante  (einen  constanten  Factor, 

welcher  entweder  durch  die  Gleichung  1    /  Uh^'Ä"df==l  oder 

durch  Angabe  des  Werthes  von  Uk  in  einem  PimJcte  bestimmt 
wird),  sondern  deren  v  enthält.  Eine  zu  einem  v-facJien  aus- 
gezeichneten Werthe  X  gehörende  Lösung  u  ist  demnach  erst  be- 
stimmtj  wenn  ihre  Werthe  in  v  Punkten  des  Gebietes  gegeben 
sind.  Diese  Punkte  dürfen  aber  oiicht  ganz  willkürlich  ange- 
nommen werden,  wie  man  sogleich  bemerkt.  Es  sei  u^  .  .  .  u^ 
ein  System  von  zu  einander  orthogonalen  ausgezeichneten 
Lösungen  oder  von  Normalfunctionen,  und  es  werde  durch 
einen  oberen  Index  i  (==  1  .  .  .  v)  der  Werth  einer  jeden  im 
^ten  Punkte  bezeichnet.  Nim  sei  die  zu  betrachtende  ausge- 
zeichnete Lösung 

U  =  A^U^  +  ^2^2  -{-•''  -\-  AyUv. 

Damit  sich  die  Constanten  A^  .  .  .  Ay  aus  «^^^ .  .  .  w^^^  berech- 
nen lassen,  muss  die  Determinante 

1         2     *   ■   *      * 

U.^     U.?    .    .    .    Uy 


1  2      ■  *  *      '*' 

von  0  verschieden  sein^  und  dies  ist  also  die  Beschränkung, 
welcher  die  Wahl  der  v  Funkte  zu  unterwerfen  ist.  Es  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  diese  Bedingung  für  irgend 
ein  System  von  Normalfunctionen  erfüllt  ist;  denn  da  alle 
anderen  Systeme  aus  jenem  durch  orthogonale  Substitutionen 
erhalten  werden,  so  hat  obige  Determinante  immer  denselben 
Werth,  welches  System  man  auch  für  u-^^  .  .  .u^  wählen  mag. 
Im  Falle  eines  zweifachen  Ausnahmewerthes,  welcher  der  bei 
Weitem  wichtigste  ist,  besagt  die  in  Rede  stehende  Bedin- 
gung, dass  die  Punkte,  in  welchen  u  beliebig  vorgeschrieben 

Po  ekel  g,  Differentialgleichung.  5 
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wird,  nicht  beide  auf  Nulllinien  oder  -Flächen  (Knotenlinien 
bezw.  -Flächen)  derselben  Normalfunction  liegen  dürfen-,  es 
wäre  dann  nämlich  %W  ;  ^^(i)  =  ^^(2)  .  ^^(2)^  Speciell  darf 
nicht  einer  der  beiden  Punkte  ein  Schnittpunkt  von  zwei  Knoten- 
linien oder  ein  Punkt  einer  Schnittcurve  von  zwei  Knoten- 
flächen sein,  welche  zwei  verschiedenen  Normalfunctionen  an- 
gehören (vergl.  unten).  Wenn  v  —  1  Punkte  gegeben  sind, 
in  welchen  u  ^=  0  sein  soll,  so  lassen  sich  daraus  im  Allge- 
meinen die  Verhältnisse  A^-.  A^  -  •:  Ay  berechnen,  wodurch 
dann  u  bis  auf  einen  willkürlichen  Factor,  insbesondere  also 
das  System  seiner  Knotenlinien  oder  -Flächen  bekannt  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  v  —  1  feste  Punkte  im  All- 
gemeinen nnr  ein  System  von  Knotenlinien  bezw.  Knoten- 
flächen einer  v-fachen  ausgezeichneten  Lösung  hindurchgeht. 
Speciell  ergiebt  sich  für  zweifache  ausgezeichnete  Lösungen 
in  der  Ebene  der  Satz: 

Durch  jeden  Punkt  eines  gegebenen  Bereiches  geht  eine  und 
im  Allgemeinen  nur  eine  Knotenlinie  hindurch;  ausgenommen 
sind  nur  gewisse,  in  endlicher  Anzahl  vorhandene  Punkte,  durch 
welche  alle  überhaupt  möglichen  Knotenlinien  hindurchgehen. 

Lässt  man  das  Verhältniss  A^  :  A^  sich  stetig  ändern, 
—  eine  solche  Aenderung  kann  bei  einer  schwingenden  Mem- 
bran in  der  That  mit  der  Zeit  stattfinden,  da  u^  und  Wg  ^^ 
periodischen  Functionen  der  Zeit  von  gleicher  Periode,  aber 
verschiedener  Phase  multiplicirt  werden  können,  —  so  drehen 
sich  die  Knotenlinien  gleichsam  um  die  soeben  erwähnten  be- 
sonderen, immer  unverrückt  bleibenden  Punkte,  wobei  der 
Drehungssinn  für  alle  durch  denselben  Punkt  gehenden  Kno- 
tenlinien der  gleiche,  für  benachbarte  Knotenpunkte  aber  der 
entgegengesetzte  ist  (vergl.  das  Beispiel  des  Quadrats  in 
§  6).  Eine  in  solcher  Weise  schwingende  Membran  bietet 
eine  Erscheinung  dar,  welche  grosse  Analogie  mit  fort- 
schreitenden Wellen  besitzt. 

Beispiele  für  die  hier  besprochenen  Verhältnisse  werden 
wir  beim  Quadrat,  gleichseitigen  Dreieck  und  Kreis  kennen 
lernen. 
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B.    Lösbare  Specialfälle. 

§  6.   Fälle,  in  welchen  die  Normalfunctionen  trigonometrisclie 
Functionen  sind. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  wichtigsten  allgemein 
angebbareu  Eigenschaften  der  Normalfunctionen  ausführlich 
besprochen  worden  sind^  soll  nun  in  den  Paragraphen  6  —  9 
ein  Bericht  über  diejenigen  Fälle  gegeben  werden,  in  wel- 
chen man  bisher  die  Normalfunctionen  resp.  ausgezeichneten 
Lösungen  wirklich  hergestellt  hat.  Es  handelt  sich  dabei  aus- 
schliesslich um  ausgezeichnete  Lösungen  der  einfachen  DiflPe- 
rentialgleichung  Aw  +  Tz^u  =  0  und  solcher  Gleichungen, 
welche  durch  Einführung  anderer  orthogonaler  Coordinaten 
aus    derselben    hervorgehen;    ferner    wird    die    Grösse  h  der 

Grenzbedingung  hü  -\-  ^  =  0  immer  als  auf  der  ganzen  Be- 
grenzung oder  auf  Theilen  derselben   constant  vorausgesetzt. 

a.    Eindimensionale  Gebiete.     Stürmische  Sätze. 

Bevor  wir  mit  dieser  Besprechung  der  Lösungen  für 
specielle  zwei-  und  dreidimensionale  Gebiete  beginnen,  mögen 
hier  diejenigen  Untersuchungen  in  Erinnerung  gebracht  wer- 
den, welche  sich  auf  eindimensionale  Gebiete,  also  auf  die 
Integrale  einer  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  für  ein  gegebenes  Intervall  der  unabhän- 
gigen Variabein  beziehen;  denn  die  Kenntniss  der  Eigen- 
schaften dieser  Integrale  ist  für  die  folgenden  Abschnitte 
sehr  nützlich,  zum  Theil  sogar  nothwendig.  Es  handelt  sich 
hier  um  die  fundamentalen  Arbeiten  von  Sturm  und  Liou- 
ville^).  Sturm  ist  auf  diese  Untersuchung^  offenbar  durch  das 
Problem  der  Wärmeleitung  in  einem  Stabe  geführt  worden, 
wie  ja  in  Frankreich  überhaupt  seit  Fourier^s  Zeit  mit  Vor- 
liebe Wärmeleitungsprobleme  behandelt  worden  sind. 


*)  Liouville's    Journal  I,    1836,   p.  106—186,   253—65,  269-77, 
375—444. 
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Die  Form   der  Differentialgleichung,   welche  Sturm  be- 
trachtet, ist  die  schon  in  L  §  4  angegebene: 
d   (       du\    ,  ^ 

es  wurde  dort  auch  erwähnt,  dass  sich  jede  beliebige  lineare 
homogene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf  diese 
Form  bringen  lässt.  In  Betreff  der  Function  a^i{x)  setzt 
Sturm  immer  voraus,  dass  sie  für  alle  in  Betracht  kommen- 
den Werthe  von  x  durchaus  positiv  ist,  wie  es  auch  bei  allen 
bisher  behandelten,  von  einer  solchen  Differentialgleichung 
abhängenden  physikalischen  Problemen  der  Fall  ist  (vergl.  I. 
§§  1  u.  3).  In  seiner  ersten  Abhandlung  macht  Sturm  über 
die  Function  a  keine  Voraussetzung  (ausser  der  Stetigkeit) 
und  betrachtet  sodann  allgemein  den  Einfluss,  welchen  eine 
Aenderung  von  tt^  und  a  auf  das  Verhalten  der  Integrale  u  hat. 
Später  zerlegt  er  a  in  die  Summanden  h^a^{x)  +  ci{pc)  und  be- 
trachtet in  der  Differentialgleichung  nur  F  (in  seiner  Be- 
zeichnung r)  als  variabelen  Parameter,  wie  dies  ja  den  physika- 
lischen Problemen  mehr  entspricht;  dabei  wird  a  keiner 
Beschränkung  unterworfen,  aber  a^  als  im  ganzen  Gebiete 
von  X  positiv  vorausgesetzt,  ebenfalls  entsprechend  seiner 
physikalischen  Bedeutung  bei  den  Problemen  der  schwingen- 
den Saiten,  Stäbe  oder  Luftsäulen  und  der  Wärmeleitung. 
Es  soll  nun  im  Folgenden  eine  Uebersicht  über  die  wich- 
tigsten Sätze  gegeben  werden,  welche  Sturm  für  die  Integrale 
der  Differentialgleichung 

bewiesen  hat: 

1.  Wenn   u  =  0    wird,    kann    nicht    zugleich  —  =  0    sein, 

ohne  dass  u  identisch  ^0  ist;  folglich  erleidet  die  Func- 
tion u  jedesmal,  wenn  sie  verschwindet,  einen  ZeichenwechseL 

2.  Die  Werthe  von  x,  für  welche  ein  Integral  u  verschwindet, 

wachsen  beständig,  wenn  man  den  Werth  ^o  =  ("~  :7^) 

\  U    OL  X/  x=^Xi) 

zunehmen  lässt.     Zwei  beliebige  Integrale  derselben  Diffe- 
rentialgleichung (23),  für  welche  im  Allgemeinen  der  Werth 
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von  (—  ;^)    an    der  Grenze  Xq  (und  folglich  auch  an  ,der 

anderen)  verschieden  ist,  besitzen  Nullstellen,  welche  sich 
gegenseitig  separiren,  d.  h.  so  liegen,  dass  zwischen  je  zwei 
Nullstellen  des  einen  Integrales  immer  eine  des  anderen 
liegt;  die  Anzahl  der  Nullstellen  kann  für  beide  Integrale 
also  höchstens  um  1  differiren. 

3.  Sind  u,  u  zwei  Integrale  von  (23),  die  zu  zwei  verschiedeneu 
Werthen  ¥j  V^  gehören,  ist  ferner  ¥  ^  Je  und  u  für  x  =  x^) 
und  für  x=Xj^  gleich  Null,  für  aUe  zwischenliegenden  Werthe 
X  aber  positiv ^  so  erleidet  u  zwischen  a?o  und  ^^  mindestens 
einen  Zeichenwechsel.  Ebenso  folgt,  wenn  u  zwischen  Xq 
und  Xi  einen  Zeichenwechsel  erleidet,  dass  für  u  in  dem- 
selben Gebiete  mindestens  zwei  stattfinden,  u.  s.  f. 

4.  Schreibt  man  für  u  an  einer  Stelle  x  =  Xq  die  Bedingung 
HqU  —  ^  "^  ^  ^^^j  worin  Jiq  eine  gegebene  Constante  ist, 

und  lässt  h^  stetig  wachsen,  so  nehmen  diejenigen  Werthe 
von  X  auf  der  positiven  Seite  von  Xq^  für  welche  u  ver- 
schwindet, beständig  ah.  An  einer  beliebig  gewählten,  fest- 
gehaltenen Stelle  Xi  wechseln  u  und  \u-{-j-f  wo  \  eine 

gegebene  andere  Constante  ist,  bei  continuirlich  wachsen- 
dem h^  abwechselnd  das  Vorzeichen. 

5.  Es  giebt  eine  unendliche  ReiJie  von  Werthen  Ic^,  für  welche 
u  an  den  Grenzen  eines  gegebenen  Intervalles  Xq<  x  <  x^ 

den   Bedingungen   hQU  —  3—  =  0  bezw.  h^u  -\-  -r-  =  0  ge- 

U/  äC  (X  2C 

nügt.  Diese  Werthe  von  W,  welche  die  Wurzeln  einer 
gewissen  transcendenten  Gleichung  sind  oder  doch  so  an- 
gesehen werden  können,  sind  sämmtlich  reell  und,  falls  h^,  \ 
und  a  positiv  sind,  ebenfalls  positiv.  (Dieser  Satz  ist  ein 
specieller  Fall  des  in  IL  §  4  erörterten.)  Es  können  keine 
zwei  Wurzeln  jener  Gleichung  einander  gleich  sein.  Ist  a 
nicht  im  ganzen  Intervall  positiv,  so  kann  auch  eine  be- 
schränkte Anzahl  negativer  Wurzeln  h^  vorhanden  sein. 

6.  Sind  li^y  li^, . .  'hj  .  .  .  jene  Wurzeln,  nach  der  Grösse  ge- 
ordnet, und  u^f  U2,  .  '  »Un  »  .  .  die  zugehörigen  Integrale  der 
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Differentialgleichung  (23),  (also  bis  auf  einen  constanten 
Factor  die  hier  in  Betracht  kommenden  Normalfunctionen 
des  Gebietes  XQ<ix<CoOi),  so  hat  im  Intervalle  XQ<ix<CXi 
(mit  Ausschluss  der  Grenzen)  u^  Iteine  Nullstelle,  u^  eine,  Wg 
zwei,  .  .  .  Un  (n—  1),  und  die  Nullstellen  zweier  aufeinander- 
folgender Functionen  %,  %_}-i  separiren  sich  gegenseitig. 
7.  Ein  mit  willkürlichen  Constanten  Am  . .  .  An  gebildetes 
lineares  Aggregat  der  Integrale  Um  . . .  Un, 

U  =  AmUm  +  AmJ^iUm+1  +  '  '  •  +  AnUn, 

(welche  Function  natürlich  nicht  der  Differentialgleichung 
(23)  genügt),  besitzt  im  Intervall  x^  <.  x  <.  x^  mindestens 
m  —  1  und  höchstens  n  —  1  Nullstellen. 

Die  Sätze  2 — 6  lassen  sich  fast  alle  mit  Hülfe  der  direct 
aus  der  Differentialgleichung  (23)  ableitbaren  Gleichung 

[«.1  («'  fl  -  «*  ^)]^;  =  {V'-¥)ja,uudx 

durch  Vergleichung  der  Vorzeichen  beider  Seiten  beweisen. 
Es  ist  dies  die  vielbenutzte  Relation,  welche,  wenn  u,  u  Nor- 
malfunctionen des  Gebietes  Xq  . . ,  x^  sind,  die  „Orthogonali- 
täts-Eigenschaft''  ergiebt.  (Vergl.  über  die  Stürmischen  Sätze 
auch  Routh,  1.  c.  p.  240—43,  und  Rayleigh,  1.  c.  I  p.  232—38.) 
Den  Satz  6)  hat  Sturm  zuerst  durch  eine  sich  auf  das 
Erkaltungsproblem  beziehende  physikalische  Erwägung  ge- 
wonnen*).    Es  stellt  nämlich 

BmUmC-''"^'  H h  BnUnC-'-' 

ein  mögliches  Erkaltungsgesetz  für  einen  bei  x  =  Xq  und 
X  =  x^  begrenzten  Stab  von  der  inneren  Leitungsfähigkeit 
«11,  dem  Ausstrahlungsvermögen  a  und  der  Wärraecapacität 
«1  dar;  für  ^  =  -|-  oo  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf  das 
erste  Glied,  für  t  =  —  oo  auf  das  letzte,  und  hat  also  in 
diesen  Grenzfällen  m  —  1  bezw.  n  —  1  Zeichenwechsel.  Es 
ist  nun  physikalisch  selbstverständlich,  dass  während  der 
Erkaltung,  die  zur  Zeit  t  =  —  oo  begonnen  hat,  keine  neuen 


*)  Liouville's  Journal  I,  p.  432  —  34. 


I 


Von  den  ausgezeichneten  Lösungen.    §  6.  71 

Zeichenwechsel  auftreten  können,  und  daraus  folgt,  dass  je- 
der Ausdruck  ÄmUm  -\-  '  •  '  -\-  Äntin  uicht  weniger  als  m  —  1 
und  nicht  mehr  als  w  —  1  Zeichen  Wechsel  haben  kann. 

Ohne  Hineinziehung  der  Zeit  ist  der  Satz  später  von 
Sturm*)  selbst,  sowie  schon  vorher  von  Liotwille**)  be- 
wiesen worden;  letzterer  hat  auf  denselben  seinen,  vom 
Standpunkte  der  modernen  Functionentheorie  allerdings  noch 

nicht  befriedigenden.  Beweis  für  die  Entwickelbarheit  einer  will- 
en 

Mlrlichen  Function  von  x  in  eine  Beihe  ^,  ^n^h  nach  den  ohen 

1 
betrachteten  Functionen  Un  gegründet.  Den  Liouville'schen  Be- 
weis für  den  Satz  7)  hat  Rayleigh^**)  etwas  abgeändert  und 
vereinfacht.  Sturm  hat,  wie  aus  einer  Notiz  in  Ferussac's 
Bulletin  XI,  p.  424 — 425  hervorzugehen  scheint,  ursprüng- 
lich die  Absicht  gehabt,  ein  dem  Satze  7)  analoges  Theorem 
für  räumliche  Gebiete  zu  finden;  es  scheint  ihm  dies  aber 
nicht  gelungen  zu  sein,  da  er  sich  später  immer  auf  den  Fall 
einer  unabhängigen  Variabein  beschränkt  hat. 

Um  den  Satz  6)  nach  der  Stürmischen  Methode  zu 
beweisen,  ist  die  Voraussetzung  wesentlich,  dass  die  Func- 
tion «1  im  ganzen  Intervalle  x^  .  .  .  x-^^  positiv  sei.  Man  kann 
sich  aber  auf  geometrischem  Wege  leicht  veranschaulichen, 
dass  er  auch  noch  gelten  muss,  wenn  nur  in  einem  Meinen 
Theile  des  Gebietes  a^  noch  positive  Werthe  hat.  Man  bringe 
zunächst  die  Differentialgleichung  (23)  auf  die  Form 

(23')  fp  +  «fe*  +  a>  =  0, 

indem  man  die  durch  die  Gleichung 

-.j.        dx 
«11 

definirte  neue  Variabele  |  einführt  und  «11%=«/,  a^^a  =  a 
setzt.     Da  «u  nach  der  Voraussetzung  überall  endlich,  stetig 


*)  Liouville*8  Journal  I,  p.  436  ff. 
**)  Liouville's  Journal  l,  p.  269  ff. 
***)  Theorie  des  Schalles  1.  Theü,  p.  236—38. 
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und  >  0  ist,  macht  es  keinen  wesentlichen  Unterschied,  wenn 
man  ii  als  Function  von  |  statt  von  x  betrachtet;  die  Grenz- 
bedingungen für  Xq  und  x^^  gehen  in  solche  von  derselben 
Form  für  |  =  Iq  und  |  =  ^i  über,  nur  sind  die  Constanten 
Äq,  \  darin  andere.  Aus  der  Form  (23')  ersieht  man  nun 
sofort,  dass  die  Curve  y  =  u(^)  überall  da,  wo 

ist,  gegen  die  |-Axe  convergirt,  d.  h.  derselben  die  concave 
Seite  zukehrt,  dagegen  dort,  wo  a^h^  +  a'  <  0  ist,  divergirtj 
d.  h.  ihr  die  convexe  Seite  zuwendet.  Lässt  man  li^  wachsen, 
während  sonst  Alles  unverändert  bleibt,  so  wird  sowohl  die 
Convergenz  als  die  Divergenz  verstärkt;  dies  hat  zur  Folge, 
dass  auf  den  Strecken  der  |-Axe,  wo  a/Ä;^ -|- a' >  0  ist, 
immer  mehr  Schnittpunkte  der  Curve  2/  =  ^(Ö  auftreten 
werden,  während  auf  die  übrigen  Strecken  immer  höchstens 
einer  fallen  kann.  Durch  diese  Erwägung  kann  man  sich 
daher  verständlich  machen,  dass  man,  sofern  nur  überhaupt 
für  irgend  eine  Strecke  der  |-  und  somit  der  a;-Axe  a^  positiv  ist, 
eine  unendliche  Reihe  von  Werthen'  h^  so  bestimmen  kann, 
d'ass  die  entsprechenden,  den  Grenzbedingungen 

^1  ^  +  3—  ==  0     und     h(.%i  —  3—  =  0 
^        ^    dx  0  dx 

genügenden  Integrale  u  im  ganzen  Intervalle  x^  <C  x  <^  x^ 
beziehungsweise  an  0,  1,  2,...  n  ...  Stellen  verschwinden. 
Indessen  werden  wir  von  der  hiermit  bezeichneten  Verall- 
gemeinerung des  Stürmischen  Satzes  späterhin  heine  Anwen- 
dung zu  machen  brauchen. 

Das  wichtigste  specielle  Problem  mit  einer  unabhängigen 
Variabein,  für  welches  man  die  Normalfunctionen  kennt,  ist 
selbstverständlich  das  der  freien  Schwingungen  einer  Saite  von 
constanter  Spannung  und  Dichte  oder  einer  homogenen  LuftsäuUy 
oder  auch  das  der  Longitudinal-  und  Torsionsschwingungen,  eines 
homogenen  cylindrischen  Stabes.    Da  bei  demselben  a  =  0  und 

«n  sowie  a,  constant  ist,  so  möge  statt  —^  h^  kürzer  ¥•  ge- 
schrieben  werden.     Sind  die  Enden  der  Saite  bezw.  des  Stabes 
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fest  oder  die  der  Luftsäule  offeu,  und  bezeichnet  l  die  Länge, 
so  sind  die  Normalfunctionen*) : 

.     nnx 

Un  =  Sm  -y-  , 

wenn  n  die  Reihe  der  positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft; 
sind  die  Enden  des  Stabes  frei  (bei  der  Saite  ist  dies  nicht 
gut  vorstellbar)    oder    diejenigen   der   Luftsäule   geschlossen, 

so  ist 

(n  —  l)7tx 


Un   =  COS 


Die  ausgezeichneten  Werthe  sind  im  ersten  Falle  gegeben 
durch : 

7,  2  _  Vl^ 

und  im  zweiten  durch: 

also  durch  dieselbe  Zahlenreihe,  wie  im  ersten  Falle,  welche 
hier  aber  mit  dem  Werthe  0  beginnt,  dem  die  Normalfunc- 
tion  u^  =  Const.  entspricht.  Ist  ein  Ende  fest  (bezw.  offen), 
das  andere  frei  (bezw.  geschlossen),  so  ist 

.     /2w  —  1     nx\          ,                         /2w  —  1     nx\ 
«»=«'"  1^2— •  t)       "^"^      =*=°M— 2 T)' 

Die  beiden  ersten  Fälle  liefern  nach  der  S.  63  angedeu- 
teten Schlussweise  die  Entwickelung  einer  willkürlichen  Func- 
tion von  X  nach  Sinus  oder  Cosinus  ganzer  Vielfacher  von  -j-  • 

Um  die  vollständige  Fourier'sche  Reihe  zu  erhalten,  muss  man 
eine  neue,  bisher  nur  beiläufig  genannte  Grenzbedingung  ein- 
führen, nämlich  die,  dass  u  und  seine  Ditferentialquotienten 

*)  Hier  und  im  Folgenden  wird  eine  ausgezeichnete  Lösung, 
welche  zu  einem  einfachen  ausgezeichneten  Werthe  Ä;^  gehört,  häufig 
auch  dann  kurz  als  Normal function  bezeichnet,  wenn  der  constante  Fac- 
tor der  Lösung  nicht  gerade  der  frühereu  Festsetzung  gemäss  gewählt 
ist;  nur  bei  mehrfachen  ausgezeichneten  Werthen  ist  es  noth wendig, 
zwischen  ausgezeichneten  Lösungen  und  Normalfunctionen  einen  schar- 
fen Unterschied  zu  machen. 
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an  beiden  Grenzen  dieselben  Werthe  haben  sollen,  mit  an- 
deren Worten,  dass  u{co)  die  Periode  l  besitzen  soll.  Diese 
bereits  S.  37  erwähnte  Bedingung  der  Periodicität  tritt  bei 
solchen  physikalischen  Problemen  auf,  wo  die  Differential- 
gleichung für  ein  in  sich  geschlossenes  Gebiet  zu  integriren 
ist;  im  vorliegenden  Fall  dient  daher  als  Beispiel  am  besten 
eine  sehr  dünne,  in  sich  zurückkehrende  Luftsäule.  Es  ist 
klar,  dass  bei  dieser  Grenzbedingung  sowohl   cos  — -, —  als 

sin  — = —    zu    Jcn-\.i  =  (—7—)    gehörige  Normalfunctionen  sind, 

da  sie  die  verlangte  Periodicität  besitzen  und  auch  der  For- 
derung genügen,  zu  einander  orthogonal  zu  sein.  Hieraus 
ergiebt  sich  nun,  dass  jedes  h^  mit  alleiniger  Ausnahme  von 
Jc^^  ein  zweifacher  ausgezeichneter  Werth  ist.  Erwähnenswerth 
ist  noch,  dass  für  irgend  zwei  verschiedene,  zu  demselben  Jc^ 
gehörige  ausgezeichnete  Lösungen  eines  solchen  Gebietes  aus 
dem  zweiten  der  oben  angeführten  Stürmischen  Sätze  folgt,^ 
dass  ihre   Wurzeln  sich  gegenseitig  separiren. 

Ist  die  Saite  oder  Luftsäule  nach  einer  oder  nacb  beiden 
Richtungen  hin  unbegrenzt,  so  bilden  die  ausgezeichneten 
Werthe  von  Jc^  eine  stetige  Mannigfaltigkeit,  und  man  gelangt 
zu  den  Fourier' sehen  Integraldarstellungen.  In  der  That  er- 
kennt man  leicht,  dass  die  aufeinander  folgenden  ausgezeich- 
neten Werthe  von  h^  sich  um  so  weniger  unterscheiden,  je 
grösser  l  wird,  und   dass   ihr  Unterschied  wie  -j^  unendlich 

klein  wird  bei  unbegrenzt  wachsendem  /.  Aehnlich  wird  man 
sich  bei  den  späteren  Beispielen  (Rechteck,  Kreis,  Kugel  etc.) 
davon  überzeugen,  dass  für  unendlich  grosse  Dimensionen 
die  Reihe  der  ausgezeichneten  Werthe  li^  eine  stetige  wird.  — 
Oben  wurden  nur  die  speciellen  Grenzbedingungen  w  =  0 

und  V.—  ==  0  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  3—  ==  0  betrachtet. 
dn  '  dx 

Sind  die  allgemeineren  Bedingungen 

ht,ü  —  3-  =  0  für  ü?  =  0,     h.ü  -\-  -j—  =  0  iviX  X  =  l 
^  dx  '       1       '    da; 

vorgeschrieben,  so  sind  die  Normalfunctionen  zwar  auch  noch 

trigonometrische  Functionen : 
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Un  =  sin  [kn(a)  —  x»)] , 

da  das  allgemeine  Integral   der  DifiFerentialgleichung  ja  eine 

solche  Form  hat;  aber  die  ausgezeichneten  Werthe  hn  bilden 

jetzt  nicht  mehr  eine  arithmetische  Reihe,   sondern  sind  die 

Wurzeln  einer  complicirteren  transcendenten  Gleichung,  welche 

folgendermassen  lautet: 

(9Ä\  ]L  —  ^0  tgkl—Jc ^ 

^^^^  \        ~h,-\-JctgkV 

die  Constante  Xn  bestimmt  sich  aus: 

K 

(25)  igOCnkn  =  -r" 

"o 

Man  erhält  jetzt  also  auf  Grund  der  Schlussweise  auf  S.  63 
ebenfalls  eine  trigonometrische  Reihen  aber  die  Argumente  der 
einzelnen  Glieder  sind  nicht  mehr  gansmhlige  Vielfache  des 
ersten  dieser  Argumente.  Das  bekannteste  physikalische  Pro- 
blem, dessen  Lösung  durch  solche  Reihen  geliefert  wird,  ist 
das  vielfach  behandelte  des  Wärmeausgleiches  in  einem  Stabe, 
dessen  Endflächen  in  die  Umgebung  Wärme  ausstrahlen, 
während  die  übrige  Oberfläche  vor  Wärmeabgabe  geschützt 
ist.  —  Ist  hQ  =  \  =  hj  so  vereinfachen  sich  die  Gleichungen 
(24)  und  (25)  zu 

(240  !  =  %(— ^)^ 


k 

■t^P^ 

—  mit' 

h 

•  ^^  \ 

2 

^J- 

-mit 

Xn 

oz 

(25-) 

n 

Darin  bedeutet  m  irgend  eine  ganze  Zahl;  es  genügt  aber, 
ihr  die  Werthe  0  und  1  beizulegen,  d.  h.  sämmtliche  Wurzeln  h 
zerfallen    in    zwei    Gruppen ,    von    denen     die    eine    durch 

h  hl  k  kl 

y  =  tg  — ,  die  andere  durch  ^  =  —  cotg  y  gegeben  ist*). 


*)  In  dem  anderen  speciellen  Fall,  dass  hQ  =  oo,  d.  h.  u  =0  ist 
für  a?  =  0,  sind  alle  Werthe  von  k  durch  die  tianscendente  Gleichung 
k  =  hl  ig  kl  gegeben,  welche  auch  bei  der  Integration  unserer  Diffe- 
rentialgleichung  für  die  Kugel  auftreten  kann  (cf.  §  7  c)  und  gelegent- 
lich des  letzteren  Problems  von  Biemann  (Partielle  Differentialglei- 
chungen, §§  65  u.  66)  ausführlich  discutirt  worden  ist.  Auch  hat  für 
diesen  Fall  Fudzisawa  (Dissertation,  Strassburg  1886)  nach  Christoffel 
die  Entwickelbarkeit  einer  willkürlichen  Function  in  die  oben  erwähnte 
trigonometrische  Reihe  streng  bewiessn. 
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Von  speciellen  gelösten  Fällen,  bei  welchen  a^  nicht  con- 
stant  ist,  sei  nur  das  Problem  der  freien  Schwingungen  eines 
hängenden  Seiles,  welches  nur  durch  seine  eigene  Schwere  ge- 
spannt ist,  in  Erinnerung  gebracht.  Die  Spannung  a^^  ist  dann 

variabel  und   zwar  =  Pq  - — r-^  ,    wo  p^    die  Spannung   am 

oberen  Ende  (x  ==  0)  bezeichnet.  Dieses  Problem  ist  mehr- 
fach behandelt  worden,  so  schon  von  Daniel  Bernoulli-^  es 
führt  auf  Bessel'sche  Functionen,  welche  bei  dieser  Gelegen- 
heit überhaupt  zum  ersten  Male  eingeführt  worden  sind*). 

b.    Rechteck  und  Grenzfälle  desselben. 
Ist  die  partielle  Differentialgleichung 

für  ein  Bechteck  von  den  Seiten  a  (parallel  der  X-Axe)  und 
h  (parallel  der  Y-Axe)  unter  der  Greuzbediugung 

hu  -\-  ^  ==  0  j 

in  welcher  h  längs  jeder  Seite  constant  ist,  zu  integriren,  so 
setzt  man  u  gleich  einem  Producte  aus  einer  Function  X  von 
X  allein  und  einer  solchen  Y  von  y  allein  und  erhält  für 
diese  Functionen  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

worin  Ic^j  h"^  Constanten  bezeichnen,  deren  Summe  =  P 
ist.  Diese  Differentialgleichungen  sind  von  derselben  Form, 
wie  die  im  Vorhergehenden  ausführlich  behandelte.  Die 
Normalfunctionen  für  das  Rechteck  sind  also  bei  der  all- 
gemeinen Randbedingung: 

Um,n  =  sin  k'„,(x  —  Xrn)  •  sin  kn(y  —  yn)y 
wobei  Jc'm,  Xm  und  K,  «/„  durch  die  transcendenten  Gleichungen 
(24)  und  (25)  bestimmt  werden,  in  wichen  nur  die  Bezeich- 
nungen in  leicht  ersichtlicher  Weise  zu  modificiren  sind. 
Ist    speciell   die   Randbedingung  w  =  0   für  alle   Seiten 


*)  Danid  BernoulUy  Comm.  Acad.  Petrop.  VI,  1732/.J3. 
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gegeben,  wie  es  bei  den  Schwingungen  einer  in  einen  starren 

Rahmen  gespannten  Membran  der  Fall  ist,  so  hat  man 

.     mnx       .     nny 
Um,n  =  sm  —^  •  sm  -^, 

Man  sieht  sofort,  dass  die  Knotenlinien,  d.  h.  die  Linien,  auf 
welchen  tt  verschwindet^  im  Allgemeinen  nur  Parallele  zu  den 
Seiten  des  Bechtecks  sein  werden,  welche  das  ganze  Rechteck 
m  m  .n  congruente  kleinere  theilen.  Nur  wenn  k^  ein  mehr- 
facher ausgezeichneter  Werth  ist,  können  andere  Knotenlinien 
vorkommen,  und  dieser  Fall  ist  nur  möglich,  wenn  das  Ver- 
hältniss  a^ih^  rational  ist,  weil  sich  nur  dann  eine  und  die- 

selbe  Zahl  -2  auf  mehrere  Weisen  in  der  Form  -^  +  ^  (^i^ 

ganzzahligen  Werthen  von  m,  ri)  darstellen  lässt.  Der  ein- 
fachste hierher  gehörige  Fall  ist  derjenige  des  Quadrates^ 
und  es  ist,  trotzdem  derselbe  schon  vielfach  behandelt  worden 
ist  (z.  B.  in  Riemann's  Vorlesungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen), wohl  berechtigt,  denselben  eingehend  zu  be- 
sprechen, weil  er  das  beste  Beispiel  für  mehrfache  ausgezeich- 
nete Werthe  von  h^  bietet.  —  Die  Normalfunctionen  sind  hier: 

.     mnx    .     nny 
Um,n  =  sm sm  — -  , 

und  die  zugehörigen  Werthe  von  Ic^: 

Einfache  ausgezeichnete  Werthe  sind  nur  diejenigen,  für 
welche  m  =  n  ist,  und  zu  welchen  Normalfunctionen  Um,vi  ge- 
hören, deren  Knotenlinien  das  gegebene  Quadrat  in  m^ 
congruente  Quadrate  zerlegen;  die  diesen  Schwingungsarten 
entsprechenden  Töne  sind  die  harmonischen  Obertöne  des 
Grundtones'  der  Membran ,  welchen  man  für  m  =  n  =  1  er- 
hält, da  er  der  Schwingung  ohne  Knotenlinien  entspricht. 

Sobald  m^n  ist,  ist  Tc^n  ein  mindestens  zweifacher  aus- 
gezeichneter Werth;  denn  es  gehören  zu  ihm  dann  die  bei- 
den verschiedenen  Normalfunctionen 
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Urn  n  =  SID  Slll  —  -        imci        Un  m  =  Slll  Slll  ~  , 

a  a  '  a  a     ' 

aus  welchen  sich  eine  allgemeinere  ausgezeichnete  Lösung  linear 
mit  willkürlichen  Coefficienten  zusammensetzt.  Die  vorstehen- 
den Functionen  Um,np  Un^^n  sind  dabei  unter  der  einfach  unend- 
lichen Mannigfaltigkeit  dieser  ausgezeichneten  Lösungen  richtig, 
d.  h.  der  Orthogonalitätsbedingung  entsprechend  ausge- 
wählt, da 


fJ 


.    mnx    .     mix    .     mity    .     nny   ,     ,  ^ 

sm sm sin  — -  sm  — -  dxaiJ  =  0 

n  n.  n  n  «^ 


ist.  Die  Knotenlinien  von  Um^n  sind  m  Parallele  zur  X-Axe 
und  n  Parallele  zur  Z-Axe,  diejenigen  von  Un,m  ^i  Parallele 
zur  X-  und  m  zur  Z-Axe.  Zwischen  diesen  beiden  Knoten- 
liniensystemen giebt  es  unendlich  viele  Uebergangsformenj 
deren  Gleichung  ist 

.          .  mnx    .     nny     ,  .          .    nnx    .  mny         ,^ 
Am,n  sm  -— -  sm  —f-  +  A,m  sm  — —  sm ^  =  0, 


a 


und  welche  sämmÜich  durch  die  SchnittpunMe  der  Liniensysteme 
Um,n  =  0,  Un,m  =  Oy  also  durch  (m  —  1)^  +  (n  —  1)^  feste 
Punkte,  hindurchgehen.  Aus  der  linken  Seite  der  vorstehen- 
den Gleichung  kann  man  den  Factor  sin  —  sin  —  abson- 
dern; in  der  That  muss  ja  die  Begrenzung  des  gegebenen 
Quadrates  stets  dem  System  der  Knotenlinien  angehören. 
Mit  Hülfe  der  soeben  erwähnten  allen  Knotenlinien  gemein- 
samen Punkte  und  des  im  IIL  Theile  zu  beweisenden  Satzes, 
dass  sich  zwei  zu  demselben  u  gehörige  Knotenlinien  stets 
senhrecht,  oder  allgemein,  wenn  noch  mehr  Knotenlinien  durch 
den  Schnittpunkt  hindurchgehen,  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den, ist  es  leicht,  sich  eine  Vorstellung  von  der  Art  des 
Ueberganges  von  dem  einen  der  Curvensysteme  Um^n  =  0  und 
Wra,rtt  =  0  zum  anderen  zu  machen,  wenigstens  wenn  die  Zahlen 
m  und  n  klein  sind.  In  den  Figuren  1  —  4  a,  hj  .  .  .  h, 
S.  80  sind  die  ausgezeichneten  Knotenliniensysteme  und  eine 
Reihe  von  Uebergangsformen  für  die  tiefsten  Töne  einer 
quadratischen  homogenen  Membran  von  constanter  Spannung 
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bis  zum  zweiten  harmonisclien  Oberton  des  Grundtones  an- 
nähernd dargestellt;  die  Schwingungszahlen  Nm,n,  ausgedrückt 
durch  die  Schwingungszahl  N^^  des  Grundtones,  sind  jedes- 
mal beigefügt,  ebenso  die  Function,  welche  auf  den  jeweils 
dargestellten  Linien  verschwindet.  Die  Zeichnungen  für  i«,^, 
^22  >  %3  selbst  sind  als  selbstverständlich  fortgelassen. 

Die  ausgezeichneten  Knotenlinien,  d.  h.  die  durch  Um,n  =  ^ 
und  Um,n  +  Un^m  =  0  gegebenen,  finden  sich  für  die  beiden 
ersten  Fälle  in  Riemann-Hattendorfs  „partiellen  Differential- 
gleichungen" und  Lord  Rayleigh's  „Theorie  des  Schalles",  für 
die  drei  ersten  in  Lame 's  „Le9ons  sur  la  theorie  mathema- 
tique  de  Telasticite  des  corps  solides"  dargestellt,  doch  fehlt 
dort  überall  die  Andeutung  der  Uebergänge  zwischen  jenen 
ausgezeichneten  Typen. 

In  Betreff  des  Grundtones  der  quadratischen  Membran 
sei  hier  noch  der  leicht  zu  beweisende  Satz  erwähnt,  dass 
derselbe  tiefer  ist,  als  der  Grundton  jeder  anderen  homogenen 
rechteclügen  Membran  von  derselben  Spannung  und  demselben 
Gewicht  oder  demselben  Flächeninhalt. 

Ausser  den  bisher  besprochenen  zweifachen  ausgezeich- 
neten Werthen  giebt  es  beim  Quadrate  aber  auch  vierfache 
und  höhere,  da  es  ganze  Zahlen  giebt,  die  sich  auf  mehrere 
Weisen  als  Summe  der  Quadrate  von  zwei  ganzen  Zahlen 
darstellen  lassen.  Um  die  zahlentheoretische  Frage  zu  ent- 
scheiden, wann  dies  für  eine  ganze  Zahl  r  =  m^  -\-  n^  mög- 
lich ist,  zerlege  man  r  zunächst  in  seine  reellen  Primfactoren*): 

wo  Äj,  ^2  .  .  .  JCj,  3^2  ••  •  ii*gend  welche  positive  ganze  Zahlen 
und  Pi,  P2  - ' '  di®  Primfactoren  von  der  Form  4i/  +  1,  g^, 
g'g  •  .  .  diejenigen  von  der  Form  Av  -\-  B  (v  =  0,  1,  2 .  .  .)  sind, 
welche  letzteren  in  einer  Zahl  von  der  Form  m^  -|-  n^  nur 
in  geraden  Potenzen  vorkommen  können.  Die  ersteren  zer- 
lege man  nun  in  ihre  complexen  Primfactoren: 
Pi  =  («1  +  ftOC«!  —  ßÄy    i>2=  («2  +  A0(c^2  —  A*0?  •  •  • 


*)  Vergl.  Biemann-Hattendorf's  partielle  Differentialgleichungen, 
§   95. 
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'^li+Vi^^i         Wi2+l^,i  Vl^iä  +  Wai 
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Von  den  ausgezeichneten  Lösungen.    §  6.  81 

Bildet  man  nun  ein  Producta  worin  Ttj-mal  der  Factor 
(«j  +  ß^i)  mit  beliebiger  Combination  der  Vorzeichen,  ebenso 
Äg-mal  der  Factor  («g  +  /^gi)  u.  s.w.,  sowie  ^c^-mal  q^  u.  s.w. 
vorkommt,    und    bezeichnet    man    dieses    complexe    Product 

mit  nih  +  Uhi,  so  ist 

Aus  diesem  Verfahren   folgt,   dass  die  Zerlegung  von  r 
in  die  Summe  von  zwei  Quadraten  auf 

K«.  +  i)(%  +  i)(«3  +  i)--- 

Weisen  möglich  ist.     Der  ausgezeichnete  Werth  (— j  •  r   ist 

also  im  Allgemeinen  ein  -^  (^i  +  1)(^2  +  1)  *  *  '  -facher,  doch 
wird  dieser  Grad  der  Multiplicität  um  ^  geringer,  wenn  es 
/i-mal  vorkommt,  dass  mu  =  rih  ist.  Enthält  r  ausser  den 
ungeraden  Primfactoren  p  und  q  den  Primfactor  2,  so  wird 
die  Anzahl  der  Zerlegungen  dadurch  nicht  grösser.  Der 
niedrigste  mehr  als  2 -fache  ausgezeichnete  Werth  ist 

P  =  (^)'.65     (4-fach); 

der  niedrigste  6 -fache  ist  (— )   •  325,    u.  s.  w.      üeber    die 

Knotenlinien  in  solchen  complicirten  Fällen  sind  noch  keine 
Untersuchungen  vorhanden. 

Ist    für    alle   Seiten    des   Quadrates    die   Randbedingung 
—  =  0  vorgeschrieben,  so  sind  die  Normalfunctionen : 

mnx         rnty 
^m  +  1,  »  +  1  =  COS COS 

und  die  ausgezeichneten  Werthe  sind  ebenfalls  von  der  Form 

Hinsichtlich  der  Multiplicität  der  letzteren  gilt  hier  also  das- 
selbe, wie  bei  der  Grenzbedingung  w  =  0;  neu  ist  nur,  dass 
jetzt  auch  die  Werthe  m  ==  0  und  w  ==  0  zulässig  sind,  so 
dass  es  Normalfunctionen  giebt,  welche  nur  von  einer  Coor- 

P  o  c  k  e  ]  8 ,  Differentialgleichung.  6 
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dinate  abhängen*),  sowie  auch  insbesondere  die  Normal- 
function  Wi,i  =  1,  zu  welcher  der  Werth  h^  -^^  =  0  gehört.  — 
Daher  gehören  zu  einem  (2 -fachen)  ausgezeichneten  Werthe 
von  der  Form 

die  ausgezeichneten  Lösungen 

.                       mny    .      .  mnx 

-^l.m  +  l    COS  — 1-  Am  +  1,1  COS— ^, 

d.  h.  es  giebt  bei  der  Grenzbedingung  ^  =  0,  also  z.  B.  für 

eine  quadratische  geschlossene  Luftplatte,  Schwingungsformen, 
welche  eine  einfache  üeherlagerung  derjenigen  sind,  die  für 
einen  parallel  der  X-Axe  bezw.  parallel  der  Y-Axe  unbe- 
grenzten Parallelstreifen  von  der  Breite  a  möglich  wären, 
was  bei  Membranen  oder  offenen  Luftplatten  nicht  der  Fall 
ist.  (Natürlich  gilt  Analoges  auch  für  rechteckige  Begrenzung, 
sofern  a^ :  h^  rational  ist.)  Alle  Systeme  von  Knotenlinien, 
welche  nicht  diesen  speciellen  ausgezeichneten  Lösungen 
^i,»j+i^i,m+i  +  ^m+i,iWm+i,i  zugchörcn,  sind  von  den  bei 
der  Grenzbedingung  ü  =  0  auftretenden  nur  durch  die  Lage 
in  Bezug  auf  die  Begrenzung  verschieden  und  werden 
erhalten,  wenn  man  das  der  Grenzbedingung  ü  =  0  ent- 
sprechende Knotenliniensystem   über   die  Begrenzung  hinaus 

fortsetzt  und  dann  die  letztere  am  ^—  parallel  der  X-Axe 
und  um  -      parallel  der   F-Axe  verschiebt. 

Die  einfachsten  Knotenlinien  für  die  Fälle,  in'  welchen 

n  ==  0  und  m  =^  1,  2,  3,  4  ist,  sind  in  den  Figuren  5  bis  8 

a,  hj  c,  d  dargestellt.     Eine  Discussion  derartiger,  durch 

mnx    ,  mny         ^ 

cos h  cos  — ^=  0 


*)  Da  dieselben  aber  nur  ein  specieller  Fall  der  Functionen 
**/«+!  w+i  ^i^d,  so  liegt  kein  Grund  vor,  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  von  Lösungen  zu  unterscheiden,  wie  es  in  einem  Referate  über 
Arbeiten  von  Kundt  und  Matthiessen  in  den  Fortschritten  der  Physik 
(1876,  p.  307)  geschehen  ist. 
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gegebener    Knotenlinien    findet    sich     in    einer   Arbeit    von 
Matthiessen*)  und  in  RayleigWs  Theorie  des  Schalles  (1, 413 — 14). 


^•y 


Fig.  5. 


K=^N. 


ny       I       nx  ny\  (       nx  ,         ny\ 

cos— ^      (cos cos— ^1  (cos hcos— ^; 

a       \        a  a  /   \        a  a  / 


Fig. 


Fig.  7. 


a 

27t  X 


2ny        l 
a  \ 


N^2N, 


27t  X 


27ty\   (      27tx  ,        27ty\ 

I— ^1   (cos hcos— ^1 

a  /   \        a  a  I 


OL 

1S[=BN, 


cos- 


37t  X 


cos 


37ty      / 
a        \ 


S7tX 

cos cos 

a 


— ^ )  ( cos hcos — - 1 

a  J  \        a  a  / 


Fig.  8. 


a. 


N=4.N. 


cos 


4:7t  X 


4:7t  y 


(       4:7tx  4:Tty\  (       4t7tx  ,         4:7ry\ 

( cos  —  —  cos— ^  I  ( cos- hcos  — - 1 

\         a  a  /  \        a  a  / 


\ 


Da  die  Grenzbedingung  ^  =  0  in  erster  Linie  für  die  Schwing- 
ungen geschlossener  Luftplatten  Bedeutung  hat,  so  ist  es 
vielleicht  nicht  überflüssig,  daran  zu  erinnern,  dass  bei 
diesem  Problem  die  hier  immer  als  Knotenlinien  bezeichneten 
Nulllinien  der  ausgezeichneten  Lösungen  diejenigen  Curven 
sind,  auf  welchen  die  Amplitude  der  Lufttheilchen  am  grössten 
ist,  so  dass  sie  nach  dem  gewöhnlichen  physikalischen  Sprach- 
gebrauch Bäuche  zu  nennen  wären. 

*)  Schlömilch's  Zeitschrift  XXr,  38—46. 
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Die  Normalfunctionen  des   Rechteckes    bezw.  Quadrates 
für  die  Fälle,  wo  an  einigen  Seiten  ü  =  0,  an  den  anderen 

•5—  ==  0  ist,  sind  ohne  Schwierigkeit  herzustellen  und  bieten 

nichts  Neues ;  sie  sind  ausführlich  von  Kundt*)  discutirt  worden. 

Die  Entwichelungen  willkürlicher  Functionen  von  x  und  y 

nach  den  Normalfunctionen  des  RechtecJcs  sind  die  Fourier' sehen 

doppelt  unendlichen  Reihen,  welche  nach  Sinus  oder  Cosinus  der 

ganzen  Vielfachen  von  ~   und  ^  fortschreiten.     Um   auf  die 

vollständige  Fourier'sche  Doppelreihe 


2^2 


An,,  „  sni  — ^- '  sm  — ^-^= - 


zu  kommen,  müsste  man  für  die  gegenüberliegenden  Seiten 
die  Grenzbedingung  der  Periodicität  stellen.  Für  ein  Seiten- 
paar, z.  B.  X  =  Oy  X  =  a,  lässt  sich  dieselbe  physikalisch 
deuten,  indem  man  sich  das  Rechteck  auf  einen  Cylinder  von 
beliebig  gestaltetem  Querschnitt  und  vomUmfang  a  so  auf- 
gewickelt denkt,  dass  die  genannten  beiden  Seiten  den  Er- 
zeugenden parallel  werden  und  demnach  gerade  zur  Deckung 
kommen;  dann  kann  man  sich  die  von  diesen  zusammen- 
fallenden Seiten  gebildete  Trennungslinie  fortdenken  und 
erhält  eine  Cylinderzone,  für  welche  eine  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung Aw  -|-  li^u  =  (T  zu  bestimmen  ist,  deren 
eines  Argument  x  die  Periode  a  besitzt.  Als  physikalisches 
Beispiel  wären  die  Eigenschwingungen  einer  Luftschicht  von 
der  Gestalt  einer  solchen  Cylinderzone  anzuführen. 

Wenn  sich  das  Rechteck  parallel  der  X-  Äxe  oder  der 
Y-Axe  oder  parallel  beiden  nach  einer  oder  beiden  Seiten 
in's  Unendliche  erstreckt,  so  werden  k'  oder  Ä;"  bezw.  beide 
ganz  willkürlich,  d.  h.  physikalisch  ausgedrückt:  es  sind  dann 
stehende  Wellen  von  jeder  Länge  und  Schwingungsdauer  mög- 
lich. Die  Forderung  eines  willkürlichen  Anfangszustandes 
(vergl.  S.4u.  63)  ergiebt  dann  die  Darstellbarkeit  einer  willkür- 
lichen Function  von  zwei  Variabein  in  einer  der  Formen: 


*)  A.  Kundt,  Pogg.  Ann.  CL.  p.  177-  97  und  337—56.  1873. 
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y^ sin  — T^  1    An{m')  sin  (m  x)dm  , 

1  0 

X?"  sin  ^^  /  J.ct(w')  sin  (n '«/)<? w', 


1 

oo    00 


n 


A{^n ^ n) sin {m  x) sin (n  y)dm  dn\ 

0      Ö 

worin  je  nach  der  Grenzbedingung  bezw.  je  nach  dem  Gültig- 
keitsbereiche statt  der  Sinus  auch  Cosinus  oder  aus  beiden 
zusammengesetzte  Ausdrücke  stehen  und  die  unteren  Grenzen 
der  Integrale  —  oo  statt  0  sein  können. 

c.    RecJitwinMiges  Parallelepipedon, 

Wie  die  vorhergehenden  Betrachtungen  auf  den  Fall 
von  drei  Dimensionen  zu  erweitern,  d.  h.  die  ausgezeichneten 
Lösungen  der  Differentialgleichung 

für  ein  rechtwinJcUges  Parallelepipedon  bei  der  Grenzbedingung 

hü  -\-  ^  =0  mit  für  jede  Grenzfläche  constantem  h  zu  bilden 

siud,  bedarf  wohl  keiner  speciellen  Erörterung.  Es  sei  aber 
gleich  an  dieser  Stelle  bemerkt,  dass  man  ganz  allgemein 
aus  den  bekannten  Normalfunctionen  Uk  {Xy  y)  irgend  'eines 
Bereiches  in  der  XY- Ebene  diejenigen  eines  geraden  Pmmas 
oder  CylinderSj  dessen  Querschnitt  jener  ebene   Bereich  ist, 

dadurch  ableiten  kann,  dass  man  sie  mit  sin  — ^^ —  mul- 

'  c 

tiplicirt,  wo  c  die  Höhe  des  Prismas  oder  Cylinders  bezeichnet 
und  Pj  Zp  aus  den  Grenzbedingungen  für  die  beiden  zur 
z- küQ  senkrechten  Endflächen  nach  den  Formeln  (24),  (25) 
zu  berechnen  sind;  die  ausgezeichneten  Werthe  ¥■  für  einen 
solchen  cylindrischen  oder  prismatischen  Raum  sind,  wenn 
mit  li"^  diejenigen  des  Querschnitts  bezeichnet  werden, 

^  =  ^■^  +  (^''7. 
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Beispielsweise  sind  die  Nornialfunctionen  des  Würfels 
von  der  Kante  a  bei  der  Grenzbedingung  ü  =  0: 

.     mnx    .     nny     .      pnz 
Um  nn  =  Sm Sin Sin  ^-—  l 

falls  die  ganzen  Zahlen  m,  n  und  p  alle  drei  von  einander 
verschieden  sind,  und  kein  zahlentheoretisch  besonderer  Fall 

vorliegt,  ist  hm,n,p  =  (-)  •  (m^ -{- n^ -\- p^)  ein  sechsfacher  aus- 
gezeichneter Werth,  weshalb  jedenfalls  die  „Knotenflächen" 
u  ==  0  gleich  sehr  complicirt  ausfallen  werden. 

Damit  wollen  wir  diesen  üeberblick  über  diejenigen 
Gebiete,  deren  Normalfunctionen  trigonometrische  Functionen 
sind,  vorerst  beschliessen.  Eine  Anzahl  solcher  Bereiche 
von  der  Beschaffenheit,  dass  sich  aus  ihnen  die  bisher  unter- 
suchten durch  symmetrische  Wiederholung  zusammensetzen 
lassen,  wird  jedoch  in  einem  späteren  Paragraphen  noch  zu 
besprechen  sein,  weil  man  ihre  Normalfunctionen  aus  den 
bisher  betrachteten  durch  ein  dann  zu  erörterndes  Princip 
von  allgemeiner  Bedeutung  gewinnen  kann. 

§  7.     Fälle,  bei  welchen  Bessel'sche  und  Kugelfunctionen 

zur  Anwendung  kommen. 
a.    Kreisfläche^  hezw,  von  je  zwei  concentrischen  Kreisen  und 
Radien  begrenzte  Gebiete. 
Vielfach    behandelt   ist   die  Integration  der  Differential- 
gleichung   At*  +  ^^^  "=  ^  ^^^  ®^^®  ebene  Kreisfläche ,  theils 
wegen  der  physikalischen  Bedeutung  dieses  Problems  (z.  B. 
für   Schwingungen  einer  kreisförmigen  Membran,    auch   für 
die  Wärmeströmung  in  einem  Kr eiscy linder,    durch  welches 
Problem  Fourier*)  zuerst  auf  die  Bessel'schen  Functionen  ge- 
führt wurde),  theils  wegen  seines  mathematischen  Interesses 
als   eines   der   einfachsten  Beispiele  für  die  Anwendung  der 
BesseVschen  Functionen.  —  Man  führt  hier  natürlich  Polarcoor- 
dinaten  r,  9  ein,  damit  die  Begrenzung  des  Gebietes   durch 


*)  Fourier,  Analytische  Theorie  der  Wärme;  deutsch  von    Wein- 
stein  (Berlin  1884);  Cap.  VI. 
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;onstantsetzen  einer  Coordinate  (r  =  r)  erhalten  wird.     Die 
partielle  Differentialgleichung  Au  +  h^u==0  geht  dann  über  in 

Man  versucht  nun,  derselben  und  der  Grenzbedingung 

hü  -{-  -K-  =  0     (bezw.  ü  =  0), 

worin  wir  wieder  h  alsConstante  voraussetzen,  durch  Lösungen 
u  zu  genügen,  welche  Producte  aus  einer  Function  R  von  r 
allein  und  einer  Function  0  von  cp  allein  sind;  es  ergiebt 
sich  dann  für  B  die  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

(26')  SI  +  i^  +  (^^-^)^  =  0 

und  für  O: 

jp  +  ^'*  =  0. 

WO  V  zunächst  beliebig  ist.  —  Man  findet  aus  der  letzteren 
Gleichung 

(t>r  =  Av  COS  v(cp  q)r), 

wo  mit  (pv  und  Äv  die  Tntegrationsconstanten  bezeichnet 
sind.  Da  nun  die  Lösung  u  eindeutig  sein  soll,  so  muss 
0  periodisch  sein  bei  Vermehrung  des  Arguments  cp  um  27i;, 
folglich  siad  für  v  mir  game  Zahlen  n  zulässig,  welche  man  ohne 
Beschränkung  positiv  annehmen  kann.    Dieses  Resultat,  dass 

CO 

'  u  =  ^AnBn{r)  cos  n{(p  —  (pn) 

0 

zu  setzen  ist,  hätte  man  auch  durch  die  Erwägung  ableiten 
können,  dass  sich  die  Lösung  u  als  periodische  Function  von 
q)  jedenfalls  in  eine  Fotirier'sche  Reihe  entwickeln  lässt,  deren 
Coefficienten  dann  (indem  man  gliedweise  Differentiation  als 
zulässig  ansieht)  der  Gleichung  (26')  genügende  Functionen 
von  r  sind.  —  Die  Functionen  Rn  müssen  im  ganzen  Ge- 
biete eindeutig,  endlich  und  stetig  sein;  die  diesen  Bedin- 
gungen genügenden  Integrale  von  (26')  sind  aber  die  Bessel- 
schen  Functionen  erster  Art  des  Argunmites  kr  von  der  Ordnung 
n  =  0,  1,  2  .  .  .: 

jQ(Jcr),    J^ihr),    Jii^r)  .  .  .  Jn{kr)  ... 
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Die  Constanten  h^  also  die  ausgezeichneten  Werthe  für 
die  Kreisfläche  bei  der  allgemeinen  Grenzbedingung,  sind  die 
Wurzeln  der  transcendenten  Gleichungen 

hJnQcr)  +  hJnQ^r)  =  0,     (>^  =  0,  1,  2  .  .  .  oo), 

und  bilden  eine  doppelt  unendliche  Reihe,  da  jede  dieser 
Gleichungen  unendlich  viele  reelle  Wurzeln  \n,  h,n--'  besitzt. 
Demnach  sind  die  ausgezeichneten  Lösungen  der  Difi'erential- 
gleichung  Au  -{-  ¥u  =  0  für  die  Kreisfläche  von  der  Form 

An,nJn{km,n1')  COS  n  ((f  (fn) . 

Da  (fn  willkürlich  bleibt,  ist  jedes  hjn,n  mit  Ausnahme  von 
^1,0,  fe,o  .  .  .  ^w,o  •  .  ein  mindestens  zweifacher  ausgezeichneter 
Werth,  vrelcher  zu  den  beiden  Normalfunctionen 

Jn  {km, nr)  coäng),     Jn  {km,n  r)  sin  w  qp 

gehört.  Dass  vorstehende  Functionen  richtig  gewählt,  d.  h.  zu 
einander  orthogonal  sind,  geht  daraus  hervor,  dass 

I 

sin  nq)  cosnqjdq)  =  0 

0 

ist;  eigentlich  wären  sie  noch  mit  geeigneten  Constanten  zu 
multipliciren,  damit,  unserer  Definition  der  Normalfunctionen 
entsprechend, 

F     2Tt 

Jn(J^m,nr)  cos^  ncp.rdvdq) 

0      0 

2n 

Jn^{km,n^)  sin^  ntp  .  rdrdcp  =  1 

0      0 

wäre.  Ob  es  höhere  als  zweiidLohe.  ausgezeichnete  Werthe  h^^n 
geben  kann,  lägst  sich  gegenwärtig  nicht  sagen,  da  die 
Wurzeln  der  transcendenten  Gleichungen 


/ 


IJ 


fj 


(27)  /,/„(«)  + ^J'„(«)  =  0 

noch  zu  wenig  untersucht  sind;  jedenfalls  sind  bis. jetzt  unter 
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den  Wurzeln  der   specielleren  Gleichungen  J„(^)  =  0   lieine 

gleichen  bekannt*). 

Dem  zweifachen  ausgezeichneten  Werthe  hm.n  entsprechen 

als  Knotenlinien  (m — 1)  concentrische  Kreise  von  den  Radien 

^/ 

^7-^-r  (wo  1=1,  2...m — 1  ist)  und  n  Durchmesser ^  welche 

von  einander  die  gleichen  Winlcelahstände  —  (i  =  1,  2  .  .  .  w) 

haben.  Die  Radien  der  Knotenkreise  sind  unter  Voraussetzung 
der  Grenzbedingung  ü  =  0  von  Bourget  für  n  =  0,  1,  2... 5 
und  m  =  1 ,  2,  ...  9  genau  berechnet  worden  (vgl.  die 
unten  citirte  Abhandlung);  Figuren,  welche  dieselben  für  die 
einfachsten  Fälle  darstellen,  hat  Rayleigh  in  der  Theorie  des 
Schalles,  I,  p.  365  geliefert.  —  Um  die  entsprechende  Be- 
rechnung bei  der  Grenzbedingung  ^  =  0  oder  der  allge- 
meinen hü  -\-  TT-  =^  0  durchzuführen,  wären  die  vorhandenen 

ausführlichen  Tabellen  der  BesseFschen  Functionen,  z.  B.  die 
von  Hansen"^*) ^  zu  benutzen. 

Die  Veränderung,  welche  die  Knotenlinien  bei  gegebenem 
Icm^n  erleiden  können,  besteht,  da  nur  q)n  willkürlich  ist,  ein- 
fach in  einer  Drehung  des  ganzen  Systems  um  den  MittelpuM. 

Die  vollständige  Lösung  des  Problems  der  Schwingungen 
einer  kreisförmigen  Membran  oder  Luftplatte  führt  auf  die 
Entwickelung  einer  willkürlichen  Function  von  zwei  Variabein 
r,  q)  in  die  unendliche  Doppelreihe 


(28)  >«      >  Am^nJn  {Ki,nr)  COS  n{(p  —  (fn) 


*)  Bourget  behauptet  in  der  wesentlich  experimentelle  Resultate 
enthaltenden  Abhandlung:  „Memoire  sur  le  mouvement  vibratoire  des 
membranes  circulaires"  (Ann.  de  l'ecole  normale,  IT],  1866),  dass  unter 
allen  Wurzeln  der  Gleichungen 

J^  {z)  =  0,   Jy  {z)  =  0      etc. 
keine  zwei  gleichen  vorkommen  könnten,    giebt   aber   keinen   Beweis 
dafür,  sondern  zeigt  schliesslich  nur,  dass  eine  und  dieselbe  Gleichung 
J  {z)  =  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  haben  kann. 
**)  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg,  1843. 
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für  die  Intervalle  0  <  r  <  r,  0  <  gj  <  27r,  wobei  die  7i:„,,„ 
die  Wurzeln  einer  Gleichung  von  der  Form  (27)  sind.  Speciell 
ist  hierin  die  bekannte  Reihendarstellung 

(29)  ^-A^,,J„{h„,,„r) 

1 

für  eine  beliebige  Function  von  r  enthalten,  bei  welcher 
7cm,n  alle  Wurzeln  einer  und  derselben  Gleichung  (27)  mit 
eonstantem,  übrigens  aber  beliebigem  n  durchläuft,  und  die 
Coefficientenbestimmung  durch  die  Integraleigenschaft 


ß 


r     'jS 


Jn  {km,  n  r)  Jn  Q^i,  nr)rdr  =  0      (l^m) 

0 

ermöglicht  wird.  Diese  letztere  folgt  unmittelbar  daraus, 
das's  auch  zwei  Normalfunctionen  mit  gemeinsamem  n  die 
Orthogonalitätseigenschaft  besitzen,  d.  h.  dass  die  Gleichung 
besteht: 

F    27t 

J'nikm,nr)Jn{h,nr)  0.0^^ n{(p  —  (f^f dv d(p  =  0, 

0       0 

Ist  r  unendlich  gross,  so  bilden  die  ausgezeichneten  Werthe 
h  eine  continuirliche  Mannigfaltigkeit,  die  alle  Werthe  von 
Null  bis  <x>  umfasst;  denn  es  genügt  dann  ein  unendlich 
kleiner  Zuwachs  von  k,  damit  k  .r  von  einer  Wurzel  der 
Gleichung  (27)  in  die  nächstgrössere  übergeht.  Die  Reihe  (29) 
wird  dann  zu  der  für  alle  positiven  Werte  r  gültigen  Inte- 
graldarstellung 

oo 

(29')  jÄ^(k)J„(kr)dk 

0 

für  eine  willkürliche  Fimction  von  r,  die  Doppelsumme  zu 
der  gemischten  Darstellung 

(28')  ^n  cos  n  {g>  -  g>n)  J  AnQc)Jn(kr)dh 

^  0 

einer  in  der  ganzen  Ebene  beliebig   gegebenen  Function.  — 
Um  die  Normalfunctionen  eines  Kreisringgebietes  zu  bilden, 
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sind  die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichung  (26') 
zu  benutzen,  also  neben  den  BesseFschen  Functionen  erster 
Art  die  BesseV sehen  Functionen  zweiter  Art  Yn(hr\  das  beisst 
diejenigen  Integrale  von  {2Q')j  welche  für  r=0  unendlich  gross 
werden  (F„(Ä:r)  wie  r"'*,  Yf^^ihr)  wie  logÄ^r);  denn  es  ist  jetzt 
kein  Grund  vorhanden,  dieselben  auszuschliessen  (was  beim 
Vollkreis  geschehen  muss,  damit  die  Lösung  im  Mittelpunkte 
endlich  bleibt).  Man  braucht  auch  eine  Integrationsconstante 
mehr,  weil  jetzt  zwei  Grenzbedingungen: 

\Bn{r;)  +  B'n{r,)  =  0,     \Bn{r,)  -  B:{r,)  =  0 
zu   befriedigen    sind.     Es    bedeuten    r^,  r^    die    Radien    des 
äusseren   bezw.  inneren   Grenzkreises,   h^^  h^  zwei   gegebene 
positive  Constanten. 

Die  Normalfunctionen  haben  also  die  Form 

Um,n  =  Bn  COS  n{(p  —  (fy) 

=    {Am,n  Jn  (hn, n  ^  +  Bm, n  Yn  (J^m, n  r)  }  COS  W  (g)  —  g}„) ; 

darin  ist  n  aus  demselben  Grunde  wie  beim  Vollkreise  eine 
ganze  (positive)  Zahl.  Der  Werth  von  Jcm,n  und  zugleich 
das  Verhältniss  Äm^n '  Bm,n  bestimmt  sich"  aus  den  gerade 
erwähnten  zwei  transcendenten  Gleichungen,  und  der  abso- 
lute Werth  von  Äm^n  oder  Bm,n   aus  der  Gleichung 

^1 
/   lu'm,ndf==l        oder        /  BJrdr  =  —', 

dagegen  bleibt  auch  hier  g)„  willkürlich.  —  Für  specielle 
Werthe  von  r^  und  r^  giebt  es  übrigens  Normalfunctionen, 
in  welchen  keine  BesseV  sehe  Function  zweiter  Art  vorkommt- 
denn  die  Normalfunction  Jn(km,n'i")  cos  n{q)  —  g)„)  einer  vollen 
Kreisfläche  bei  der  Randbedingung  ü  =  0  ist  z.  B.  auch  eine 
solche  für  einen  Kreisring ,  der  von  zwei  Knotenkreisen  der 
Function  Jn(km,nif')  begrenzt  wird.  —  Die  Entwickelung  einer 
willkürlichen  Function  von  r  und  qp  in  die  Doppelreihe 

(28")     ^^{Am,nJn{km,nr)-{-B„,,n  Yn{km,nr)}cOSn{q)-~q)n) , 

auf  welche  das  Problem  der  ringförmigen  schwingenden  Mem- 
bran führt,  scheint  noch  nicht  näher  untersucht  worden  zu  sein. 
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Die  volle  Kreisfläche  und  Kreisringfläche  sind  Grenzfälle 
eines  von  ßwei  Radien  und  zwei  concentrischen  Kreisen  be- 
grenzten Fläehenstückes,  welches  im  Folgenden  kurz  als  Bing- 
sector  bezeichnet  werden  möge.  Versucht  man,  für  einen 
solchen  Ringsector,  welcher  von  den  Kreisen  r  =  r^^  und 
r=  r^j  von  den  Radien  (p  =  0  und  (p  =  'y  begrenzt  sei,  der 
partiellen  Differentialgleichung  Aw  -\-k^u  =  0  ebenfalls  durch 
ausgezeichnete  Lösungen  von  der  Form  R(r)  .<^((p)  zu  ge- 
nügen, so  wird  wieder 

0  =  cos  v{g)  —    (fr) 

und  R  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (26');  allein 
jetzt  ist  V  im  Allgemeinen  keine  ganze  ZaJd,  sondern  bestimmt 
sich  neben  g?^.  aus  den  beiden  Grenzbedingungen  für  (p  =  0 
und  cp  =  y.  Lauten  diese  Grenzbedingungen  /m  -|-  — -  =  0 
oder,  was  dasselbe  ist, 

h/  u  -\ ^—  ==  0  für  QP  =  r,     hoU ^-  ==  0  für  op  =  0, 

SO  lassen  sie  sich  durch  Lösungen  Ry{f)(\>v{(p)  offenbar  nicht 
befriedigen,  wenn  /i/  und  h^  Constanten  sind,  sondern  nur 
dann,  wenn  letzteres  von  r  ,\'  =  \  und  r  .h^  =  h^  gilt, 
also  h^  und  h^  proportional  mit  —  sind.  Man  sieht  leicht, 
dass  Aehnliches  allgemein  beim  Gebrauche  krummliniger  Co- 
ordinaten  für  solche  Begrenzungslinien  oder  Flächen  gilt, 
welche  einer  Schaar  nicht  äquidistanter  Curven  (hier  der  Radien) 
oder  Flächen  angehören,  weil  dann  das  Normalenelement  dn 
auch  von  denjenigen  Coordinaten  abhängt,  welche  längs  der 
betreffenden  Begrenzungstheile  nicht  constant  sind.  Wir  haben 
also  folgenden  Satz: 

Soll  sich  die  Di/ferentialgleiching  Au  -{-  k^u  =  0  für  Ge- 
biete ^  deren  Begrenzungscurven  bezw.  Flächen  durch  Constant- 
setzen  irgendwelcher  krummliniger  Coordinaten  gegeben  sind, 
durch  ausgezeichnete  Lösungen  integriren  lassen^  die  ^ProcUicte 
aus  Functionen  von  je  einer  dieser  Coordinaten  sind,  so  muss 
das  h  der  Grenzbedingung  für  jedes  Begrenzungsstück  eine  ganz 
hestimTnte  Function  der  längs  des  letzteren  variahelen  Co- 
ordinaten sein. 


I 
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Da  es  nun  sehr  unwahrscheinlich  ist^  dass  bei  irgend 
welchen  physikalischen  Problemen,  welche  die  Integration  der 
Differentialgleichung  Au-{- k^ii  =  0  iüv  Gebiete  der  bezeich- 
neten Art  erfordern,  die  Grösse  Ji  (also  z.  B.  bei  Wärme- 
problemen das  Verhältniss  der  äusseren  zur  inneren  Leitungs- 
fähigkeit) gerade  in  jener  speciellen  Weise  längs  der  Begrenzung 
variirt,  so  ist  es  wohl  berechtigt,   wenn  wir  uns  in  solchen 

Fällen  auf  die  Grenzbedingungen  ü  =  0  und  7^  =  0  heschränJcen, 

welche  sowohl  physikalisch  die  wichtigsten  sind,  als  auch  die 
Integration  von  Aw  +  ¥u  =  0  durch  Producte  gestatten. — 
Nach  dieser  allgemeinen  Bemerkung  kehren  wir  zur  Her- 
stellung der  Normalfunctionen  für  den  Ringsector  zurück. 

Soll  längs  der  Radien  9?  =  0  und  g)  =  y  die  Function 
u  selbst  verschwinden,  so  ist  zu  setzen:     • 

t^fpv  =  -TT     und     V  =  — , 

WO  n  eine  (positive)  ganze  Zahl  ist,  also 

.  .    mt 

0y  =  sm  —  od: 

soll  dagegen  0—  =  0  sein,    so  muss  cpr  =  0  gesetzt  werden, 

während  v  dieselben  Werthe  erhält;  es  ist  dann 

.                    nn 
<\>v  ==  cos  OP . 

Im  letzteren  Falle  ist  im  Gegensatze  zum  ersten  auch  der 
Werth  n  =  0  zulässig,  welchem  die  von  q)  und  somit  von 
der  Grösse  des  Winkels  y  unabhängigen  Normalfunctionen 

ÄoJoßr)  +  B,Y„{kr) 
entsprechen.     In  beiden  Fällen   sind    die  Functionen  Bv  für 
1/  >  0  von  der  Form 

AvJyQcr)  -\-  A-.rJ—y(kr)j  \ 

wenn  man  mit  Jy  und  JLv  die  Bessel'schen  Functionen  von  der 
gebrochenen  Ordnungszahl  +  v  =  +  —  bezeichnet,  welche 

durch  dieselbe  unendliche  Potenzreihe,  wie  «/„,  definirt  werden 
können,  nämlich  durch: 


^4  Ueber  die  Gleichung:  Au  -\-  Jc^u  =  0. 

■^^^         2^r(i'+l)l  2(2i'+2)'^  2.4.(2i;+2)(2r4-4)  J 

In  dem  vorliegenden  Falle  eines  gebrochenen  v  erhält  man 
somit  das  im  Nullpunkte  unendlicli  gross  werdende  Integral 
von  (2Q')  einfach  durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v^  dement- 
sprechend ist  dasselbe  oben  auch  mit  J_v  statt  Ty  bezeichnet 
worden.  —  Die  Bestimmung  des  Verhältnisses  Ay :  A—v  und 
der  ausgezeichneten  Werthe  'km.v  aus  den  Grenzbedingungen 
für  r  ==  r^  und  r  =  r^  gestaltet  sich  genau  ebenso,  wie  beim 
Kreisringgebiet.  Die  ausgezeichneten  Werthe  sind  hier  im 
Allgemeinen  alle  einfach ,  die  Knotenlinien  sind  concentrische 
Kreise  und  Madien,  welche  letzteren  mit  einander  die  gleichen 

Winkel  —  einschliessen.  Ist  der  Winkel  y  klein  und  r, :  r«  nicht 

sehr  von  1  verschieden,  so  bietet  demnach  das  Knotenlinien- 
system ungefähr  denselben  Anblick  dar,  wie  beim  Bechteck, 
welches  letztere  ja  auch  geradezu  als  ein  Grenzfall  des  Ring- 
sectors  angesehen  werden  kann. 

Dass  die  Anzahl   der  Radien,  welche  Knotenlinien  sind, 

n  —  1  beträgt,  wenn  v  =  —  ist,  erkennt  man  ohne  Weiteres, 

und  dass  bei  constantem  v  die  Anzahl  der  Knotenkreise 
0,  1,  2...  m  —  1...  ist,  wenn  man  für  k  der  Reihe  nach 
die  erste  (kleinste),  zweite  .  . .  m*® . .  .  Wurzel  der  durch  die 
Grenzbedingungen  für  r  ==  r^  und  r  =  r^  gelieferten  trans- 
scendenten  Gleichung  setzt,  kann  daraus  geschlossen  werden, 
dass  die  Dijfferentialgleichung  (26'),  deren  Integral 

ArJy{km^yr)  +  A-rJ-r{km,-rr) 

ist,  eine  specielle  Sturm'sche  Differentialgleichung  ist.  In  der 
That  ist,  wenn  man  (2ß')  in  die  Form  setzt: 

sowohl  die  früher  mit  %i  bezeichnete  Grösse,  als  der  Factor 
von  ¥'^R  (d.  i.  das  frühere  a^)  im  ganzen  Intervall  der  Va- 
riabein r  positiv,  und  somit  sind  die  Sturm'schen  Sätze  an- 
wendbar. —  Wir  kennen  jetzt  also  eine  doppelt  unendliche 
Reihe  von  Normalfunctionen  des  Ringsectors,  deren  Knoten- 
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linien  0,  1,  2  . . .  oo  Radien  und  0,  1,  2  .  .  .  oo  Kreise  (in 
allen  möglichen  Combinationen  jener  Zahlen)  sind^  aber  wir 
wissen  noch  nicht ^  ob  dieselbe  auch  alle  Normalfunctionen 
des    Ringsectors    enthält,    weil    die    Entwickelbarkeit    einer 

willkürlichen  Function  von  r  und  g)  nach  Besserschen  Func- 

cos 
tionen  von  gebrochener  Ordnung  v^  multiplicirt  mit     .     v(pf 

bisher  nicht  mathematisch  behandelt  ist;  es  könnte  ja  ausser- 
dem Normalfunctionen  geben,  welche  mÄProducte  B(r).(i>((p) 
sind.  Die  Vollständigkeit  des  von  uns  gewonnenen  Systems 
schliessen  wir  nun  aber  aus  der  soeben  besprochenen  Be- 
schaffenheit der  Knotenlinien  auf  Grund  der  Hypothese,  dass 
sich  die  ausgezeichneten  Werthe  von  h^  und  im  Allgemeinen 
auch  die  Knotenlinien  bei  stetiger  Aenderuug  der  Begrenzung 
und  Beibehaltung  der  Grenzbedingungen  ebenfalls  stetig  ändern. 
Hiernach  werden  also,  wenn  man  den  Ringsector  in  ein 
Rechteck  übergehen  lässt,  die  n  —  \  Radien  in  n  —  1  Paral- 
lele zu  dessen  einer  Seite,  die  m  —  1  Knotenkreise  in  eben 
so  viele  Parallele  zur  anderen  Seite  übergehen;  für  das 
Rechteck  ist  aber  bekannt,  dass  die  durch  diese  Knotenlinien 
bei  allen  möglichen  Combinationen  von  m  und  n  charakte- 
risirten  Normalfunctionen  die  sämmtlichen  möglichen  sind,  und 
da  bei  dem  stetigen  Uebergange  keine  Normalfunction  ver- 
loren gehen  oder  gewonnen  werden  kann,  so  folgt  hieraus 
die  Vollständigkeit  unseres  Systems  auch  für  den  Ring- 
sector. —  Eine  unstetige  A  ender ung  der  Knotenlinien  würde 
allerdings  eintreten  können,  sobald  zwei  ausgezeichnete 
Werthe  einander  gleich  würden;  allein  der  Uebergang  lässt 
sich  ohne  Zweifel  immer  so  ausführen,  dass  dies  vermieden 
wird.  —  Das  im  Vorhergehenden  benutzte  Continuitätsprincip 
wurde  von  F.  Klein  in  seiner  Vorlesung  „über  partielle 
Differentialgleichungen  der  Physik"  (Sommer  1889)  in  der 
allgemeinen  Fassung  ausgesprochen: 

Wenn  ein   mechanisches  System  stetig  geändert  wird,   so 
ändert  sich  hierbei  jede  Wurzel  k^  der  determinirenden  Gleichung"^) 


*)  Diese  Wurzeln  sind  bei  Systemen  von  unendlicli  vielen  Graden 
der  Freiheit  eben  diejenigen  Werthe  ä;^,  welche  wir  ausgezeichnete  nennen. 
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ebenfalls  stetig,  und  wenn  man  man  nur  etwaige  vielfache  Wurzeln 
mit  der  richtigen  Multiplicität  mhlt,  so  geht  hei  der  Aenderiing 
keine  jener  Wurzeln  verloren  und  es  wird  keine  dabei  gewonnen. 

Wenn  y  ein  aliquoter  Theil  von  %  ist,  so  werden  die 
sämmtlichen  v  ganze  Zahlen,  und  man  erhält  specielle  Fälle 
der  Normalfunctionen  des  KreisringeSj  was  auch  unmittelbar 
daraus  hervorgeht,  dass  dann  die  den  Ringsector  begrenzen- 
den Radien  Knotenlinien  des  vollen  Ringes  sind,  und  dass 
man  Knotenlinien  jederzeit  durch  feste  Begrenzungen  ersetzen 
kann,  ohne  den  Schwingungszustand  zu  ändern. 

um  die  vollständigen  Normalfunctionen  des  Ringes  als 
Grenzfall  des  Ringsectors  abzuleiten,  hat  man  y  =  27t  zu 
setzen  und  an  die  Stelle  der  Grenzbedingung  ü  =  0  oder 
^  =  0  bei  9  =  0  und  ^  =  27C   die  Bedingung  der  Perio- 

dicität  treten  zu  lassen,  um  nämlich  den  Zusammenhang  des 
Ringes  durch  Verschmelzung  der  ursprünglichen  geradlinigen 
Grenzen  herstellen  zu  können,  üebrigens  sind  die  Normal- 
functionen des  Kreisringes  identisch  mit  der  Gesammtheit 
derjenigen  Normalfunctionen  eines  Ringsectors  vom  Winkel  n, 
welche   man   erhält,   wenn    man    längs   beider    begrenzenden 

Radien  erstens  ü  =  0,  zweitens  k—  ==  0    vorschreibt;    denn 

man  kann  offenbar  jede  Normalfunction  des  Kreisringes  in 
zwei  Theile  zerlegen,  welche  in  Bezug  auf  einen  und  den- 
selben beliebig  gewählten  Durchmesser  antisymmetriech 
bezw.  symmetrisch  sind.  —  Zum  Vollkreis  endlich  gelangt 
man,  wenn  man  ^2=  0  werden  lässt  und  nicht  mehr  fordert,  dass 

bei  diesem  Grenzübergange  yhu  —  -^)  =  0  bleibt,  son- 
dern dass  der  Nullpunkt  schliesslich  Icein  singulärer  Punkt 
wird,  d.  h.  dass  u  in  demselben  endlich  und  nebst  seinen 
ersten  Derivirten  stetig  ist. 

Die  Grenzbedingung  der  Periodicität  hat  übrigens  auch 
im  Falle  eines  beliebigen  gebrochenen  v  eine  anschauliche 
Bedeutung.  Denn  man  kann  sich,  ohne  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung und  ihre  ausgezeichneten  Lösungen  eine 
Aenderung   erleiden,    den  Ringsector   auf  einen  Kegelmantel 


■ 
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so  aufgewickelt  denken,  dass  die  Radien  in  die  gerad- 
linigen Erzeugenden  des  Kegels  fallen.  Wählt  man  nun 
die  Oeffnung  des  Kegels  (den  wir  uns  als  Kreiskegel  vor- 
stellen wollen,  obwohl  dies  nicht  gerade  nothwendig  ist) 
von  geeigneter  Grösse,  so  kommen  die  Ränder  9  =  0  und 
g)  =  y  zur  Deckung,  und  wenn  man  für  dieselben  jetzt 
die  Bedingung  der  Periodicität  von  u  (oder  von  0)  vor- 
schreibt, so  erhält  man  die  Normalfunctionen  einer  KegeUone 
in  der  Form 

{ArJv(kr)  +  A—rJ—v(kr)]cos  v((p  —  g)v), 

wo  V  = und  Wr  willkürlich  ist.    Dieseften  würden  z.  B. 

7  ^ 

die-  freien  Schwingungsarten  einer  dünnen  LiiftschicJit  von 
der  Gestalt  einer  Kegelzone  darstellen.  Da  immer  auch  der 
Werth  w  =  0  zulässig  ist,  so  sind  die  durch 

dargestellten  Schwingungsformen,  bei  welchen  die  Bewegung 
ausschliesslich  längs  der  Erzeugenden  des  Kegels  stattfindet, 
und  die  ihnen  entsprechenden  Tonhöhen  ganz  imahhängig 
von  der  Oeffnung  des  Kegels. 

Besonders  einfach  und  interessant  sind,  wie  Rayleigh''^') 
hervorgehoben  hat,  die  Normalfunctionen  derjenigen  Sectoren, 
für  welche  y  ein  aliquoter  Theil  von  2jCj  aber  nicht  von  jt 
ist.  Es  genügt  hier,  den  Fall  y  =  27t  zu  betrachten,  weil 
er  alle  die  anderen  umfasst;  das  Gebiet  ist  dann  ein  längs 
eines  Radius  tp  =  0  aufgeschnittener  Kreisring  oder  VolTkreis. 
(Rayleigh  beschränkt  sich  auf  letzteren.)  Die  Normalfunc- 
tionen sind  von  der  Form: 

l        2        2  22)2 

wobei  0^  je  nach  der  für  g?  =  0  gestellten  Grenzbedingung 

=  sin  -  9?  oder  cos  —  (p  ist.  Da  die  geraden  Werthe  von  n 
nichts   Neues  liefern,  haben   wir  jetzt  die  ungeraden  zu  be- 


*)  1.  c.  I.  p.  367—369. 
Pockela,  Differeatialglcichung. 
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trachten  und  wollen  daher  n-\-  ^  statt  n  schreiben,  um  jetzt 
dem  neuen  n  alle  ganzzahligen  Werthe  beilegen  zu  können. 
Die  Functionen 

J     iQcr)     und     J        i(^0 

n-\ — —  — n 

^2  2 

zeichnen  sich  nun  vor  allen  anderen  Besserschen  Functionen 
dadurch  aus,  dass  sie  sich  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  darstellen  lassen  j  die  keine  höheren  Transcendenten 
als  trigonometrische  Functionen  enthalten.  Dies  folgt  daraus, 
dass  die  bekannte  halbconvergente  Reihe  für  Jr{Q): 

^^(^)    ==^^1^-  1.2.(8,)- +-}C0S(^---^.-) 

,       -l/T"   fl-  — 4»;^  (12   —   4,;2)(32_   4y2)(52_   4^2) 

"^   V  nql     I.Sq  1.2  .3.(8,)^ 

+  ...)sin(^-f-i.f), 

in  welcher  die  Summe  der  N  ersten  Glieder  sich  von  «/*((>) 
stets  um  weniger  als  den  Betrag  des  letzten  einbegriffenen 
(iV*®°)  Gliedes  unterscheidet,  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gliedern  abbricht,  falls  2v  eine  ungerade  (positive  oder  nega- 
tive) gan0e  Zahl  ist.  Setzt  man  also  v==n-\-  \y  so  ergiebt 
sich  für  J     ^   der  genaue  Ausdruck 

«  +  y 
^  2 

.   n(M-|-l)[M(?i-f-l)— 1.2][n(n+l)— 2.3].[n(n+l)  — 3.4] 
'  1.2.3.4(2,)* 


(30) 


l 


-J-l/l ( «(«  +  !)      »("  +  1)  [»(«  +  1)  —  1  •  2]  [«(«  +  !)  — 2  .  3] 
"T"r   5t  \    1.2^  1.2.  3.  (2s)» 

/         nn\ 


+ 


Vi 


Vertauscht  mau  n  mit  —  n  —  1,  so  ändern  sich  die  Reihen 
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innerhalb   der  geschweiften  Klammern  gar   nicht   und    man 
erhält: 


(30  a) 


iW=K^-(-i) 


Yli-^rr-^--] 


sin 


9  '  Vq  ' 

Die  durch  diese  endlichen  Reihen  definirten  Functionen  sollen, 
obschon  sie  sich  nur  aus  trigonometrischen  Functionen  und 
Potenzen  von  q  zusammensetzen,  doch  auch  weiterhin  als 
BesseVsche  Functionen  von  der  Ordnung  +  (^  "i"  i)  bezeichnet 
werden;  sie  spielen  auch  bei  der  Integration  der  Differential- 
gleichung Au  -{-  Jc^u  =  0  im  Räume  von  drei  Dimensionen 
eine  hervorragende  Rolle.     Die  einfachsten  von  ihnen  sind: 


JM)-Vl- 


+¥ 


sm  g 

TT 


(30b)     -1 


sm  Q 


)> 


Für  einen  längs  eines  Radius  aufgeschnittenen  Vollkreis 

mit  der  Grenzbedibguug  ü  =  0  längs  der  Peripherie  r  =  r 

und  längs  der  Schnittlinie  g)  =  0,  also  z.  B.  für  eine   Mem- 

hran  mit  einem  befestigten  Radius^  sind  demnach  die  Normal- 

functionen    mit    der    geringsten    Zahl    (0   bezw.  2)    radialer 

Knotenlinien : 

.  emJer    .     .  j      ^    /sin kr  7    \     •     q 

A    ^_   sin  \ flp    und    —=:.{—, cos  Ar)  sjn  5  op. 

Ykr  ^  ^  ykr\  kr  )  ^  ^ 
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Die  ausgezeichneten  Werthe  von  k  für  die  erste  Reihe  sind 
=  ^(w  =  1,  2,  3  .  .  .),    die    entsprechenden    Knotenlinien 

daher  Kreise,  welche  den  Radius  in  n  gleiche  Abschnitte  theilen; 
die  zu  den  Normalfunctionen  von  der  zweiten  angegebenen 
Form  gehörenden  Werthe  h  sind  die  Wurzeln  der  auch  sonst 
häufig  vorkommenden  transcendenten  Gleichung 

tgjcr  =  Jcr^ 
von  welchen  die  sechs  ersten  z.B.  bei  Rayleigh*)  angegeben 
sind.  —   Die  Bedingung  ö—  =  0  für  (p  =  0  hat  Geltung  bei 

den  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Luftplatte  mit  einer 
festen  Scheidewand  längs  des  Radius  tp  =  0**);  die  Normal- 
functionen sind  dann  ÄnJ     i(k  r)  cos  -~  • 

Nach  dem  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  Gesagten 
bedarf  es  keiner  näheren  Erörterung,  wie  man  mit  Hülfe  der 
Normalfunctionen  des  Kreises,  Kreissectors  etc.  diejenigen 
eines  geraden  Kreiscylinders ,  Cylinderausschnittes  etc.  durch 
Multiplication  der  ersteren  mit  einer  trigonometrischen  Func- 
tion von  ^  erhält;  es  sei  nur  daran  erinnert,  dass  gerade 
die  Normalfunctionen  des  Kreiscylinders  eine  hervorragende 
physikalische  Bedeutung  haben,  so  namentlich  für  Luftschwiii- 
gungen  in  Röhren,  auch  für  Schwingungen  cylindrischer 
elastischer  Körper,  sowie  für  die  nicht  stationäre  Wärme- 
strömung in  Cylindern. 

b.   Kugelöberfläche  hezw.  von  je  zwei  Meridianen  und  Farallel- 
"kreisen  begrenzte  Gebiete  auf  derselben. 

Die  bisher  behandelten  ebenen'  Gebiete  mit  vier  Be- 
grenzungslinien können  als  Grenzfälle  solcher  krummliniger 
Vierecke  auf  einer  Kugelfläche  aufgefasst  werden,  deren  Be- 
grenzung von  Stücken  zweier  Breitenkreise  und  ziveier  Meri- 
diane gebildet  wird.  Lässt  mau  den  Radius  der  Kugel  unend- 
lich gross   werden  und  betrachtet  dabei  ein  solches  Viereck 


*)  1.  c.  \,  p.  369. 

*)  Cf.  Bayleigh,  1.  c.  II,  p.  347—48. 
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unendlich  nahe  am  Pole,  so  geht  dasselbe  in  ein  ebenes  Ge- 
biet von  der  Art,  wie  es  oben  als  Ringsector  bezeichnet 
wurde,  über;  liegt  das  beim  Grenzübergang  auf  der  Kugel 
betrachtete  Viereck  aber  in  endlicher  Entfernung  vom  Pole, 
so  wird  es  zu  einem  gewöhnlichen  Bechteck.  — 

Wir  wollen  uns  nun  mit  den  Normalfunctionen  *)  der 
bezeichneten  sphärischen  Curvenvierecke  beschäftigen,  welche 
sich  physikalisch  durch  die  Eigenschwingungen  einer  homogenen 
dünnen  Luftschicht  von  jener  Gestalt  veranschaulichen  lassen 
und  nachstehender  Differentialgleichung  genügen: 

man  erhält  dieselbe,  wenn  man  u  in  der  in  Polarcoordinaten 
r,  '0',  (p  transformirten  Gleichung  A^t  -[-  'k^u  =  0  als  von  r 
anabhängig  annimmt  und  r  constant,  z.  B.  =  1  setzt. 

Führt  man  die  rechtwinUigen  Coordinaten  ^,  i^  in  der 
Aequatorebenc  ein,  auf  welche  die  Kugelfläche  mit  dem  Radius 
1  vom  Pole  d^  =  7t  aus  stereographisch  projicirt  sei,  so  ist 

^         sin  &  cos  qp  sin  "ö"  sin  qp 

^  "^   1  +  cos  W '      ^  1  -f  cos  d"  ' 

und  es  geht  die  vorstehende  Differentialgleichung  in 

/o-|'\  ^^'^  _i    ^^**  _i_  4A:^  ^ 

über,  weil  das  lineare  Vergrösserungsverhältniss  bei  der  durch 
die  stereographische  Projection  hergestellten   conformen  Ab- 

1  4-  ^^  4-  ri^ 

bildung  ist**).     Das   zu   betrachtende   sphärische 

Viereck  wird  in  der  ZH -Ebene  auf  einen  Ringsector  abgebildet. 


*)  Wenn  schlechthin  von  den  „Normalfunctionen  eines  Gebietes" 
die  Rede  ist,  so  sollen  darunter  immer  die  (ev.  specialisirten)  ausge- 
zeichneten Lösungen  der  Differentialgleichung  Au  -\-  Tc^u  =  0  mit 
constantem  Factor  von  u  oder  derjenigen  Differentialgleichung ,  welche 
man  aus  dieser  durch  Einführung  krummliniger  Coordinaten  erhalt^ 
verstanden  sein,  also  diejenigen  Functionen,  welche  z.  B.  den  Eigen- 
schwingungen einer  homogenen,  gleichförmig  gespannten  Membran  oder 
einer  homogenen  Luftmasse  (bezw.  Luftschicht  von  constanter  Dicke) 
von  der  gegebenen  Gestalt  entsprechen. 

**)  Cf.  I,  (Vorkommen  der  Differentialgleichung),  B;  §  4.  S.  28—30. 
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Man  könnte   daher   statt   der   ausgezeichneten  Lösungen  von 
(31)  für  jenes  sphärische  Viereck  diejenigen  von 


•« + (1+1'+ ri^y^'^ = 0 


für  den  Ringsector  untersuchen. 

Die  der  Differentialgleichung  (31)  genügenden  Functionen 
sind  die  sog.  Kugelflächenfunctionen  {surface  spJierical  harmo- 
nics)  im  allgemeinsten  Sinne'^  multiplicirt  man  sie  mit  r^',  wo 

fi  =  —  -k  zh  iV^  +  '^^^  ^s^?  ^^  erhält  man  homogene  Func- 
tionen ^^^  Grades  von  x^  y,  0j  welcfie  der  Differentialgleichung 
des  Potentials  im  Baume  von  drei  Dimensionen  genügen:  die 
allgemeinsten  räumlichen  Kugelfunctionen  (solid  sperical  har- 
monics).  Man  sieht  demnach,  in  wie  engem  Zusammenhange 
gerade  die  gegenwärtige  Untersuchung  mit  der  Potential- 
theorie steht,  worauf  übrigens  ja  schon  in  §  1.  e  und  ins- 
besondere in  §  5  des  I.  Theiles  hingewiesen  wurde. 

Um  die  Normalfuuctionen  für  das  von  den  Meridianen 
qp  =  0,  9  =  y  und  den  Breitenkreisen  d"  =  d'^,  d"  =  ^"2  be- 
grenzte sphärische  Viereck  zu  finden,  setze  man  in  (31) 

^^  =  0(^)«.  (t)(g,)5 
dann  ergiebt  sich 

worin  v   eine    vorläufig    willkürliche    Constante    bezeichnet. 
Folglich  ist  zunächst  wieder 

0v  =  cos  v{(p  —  cpv)  y 

gerade  wie  bei  dem  im  Abschnitte  a.  dieses  Paragraphen  be- 
handelten Probleme, 

Das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  für 
0  ist  von  der  Form 

0  =  ^,.n^,.(0')  -f  ^^,_,n^,_,('9'), 

worin  die  Function  TT^,,^  durch   folgende  nach  Potenzen  von 
sin  -O"  =  ()  fortschreitende  Reihe  definirt  ist: 


I 
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(^)-Q'[^+      2(2. +  2)     ^ 

v(v^l)-Jc'     (V  +  2)  (i;  4-  3)  -  fc^     , 
'        2(2.4-2)  4(2v  +  4)  ^    "T  ■ 

oder,  wenn  man  h^  =  fi(^  +  1)  setzt, 
TT.,.W=?  1 1  +  —  2(2.4-2) ^ 

(y_^)(y-^4.2)(,;  +  i^+l)(^^  +  ^  +  3)    4   I        U\ 
'  2.4.(2.4-2)  (2.4-4)  9   ~r-"'|    ;. 

Diese  Reihe  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  der  Potenz- 
reihe für  Jr{Q)]  man  erhält  auch,  ebenso  wie  «7_^  aus  J+r, 
die  Function  TT^,,_v  aus  TT^,,+r  durch  einfache  Vertauschung 
von  V  mit  —  v,  falls  v  keine  ganze  Zahl  ist.  Die  willkür- 
lichen Constanten  v,  ^,  Äf,i^r  :  A/^i—r  sind  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Grenzbedingungen  befriedigt  werden.  Diese  Be- 
stimmung ist  genau  ebenso  durchzuführen,  wie  beim  Ring- 
sector  in  der  Ebene;  die  Normalfunctionen  sind  also  von 
der  Form 

(32)       {^„.  n„.(^)  +  ^,,_.n„_.(^)}  ^21  (n  ^<p), 

(n  =  0,  1,-  2  . .  .  oo) , 
wobei    Ai,i^v '  Äi,i^—v   und    ^,    also    auch    die    ausgezeichneten 
Werthe  l^l^v,  aus  den  transcendenten  Gleichungen 

zu  berechnen  sind.  Wenn  man,  entsprechend  der  obigen 
Definition,  die  Functionen  (32)  als  allgemeine  Kugelflächen- 
functionen  bezeichnet,  so  würde  die  Zahl  ^  deren  Grad  an- 
geben. Die  hier  vorliegenden  Kugelfunctionen  von  gebrochenem 
Grade  hat  wohl  zuerst  W,  Thomson  eingeführt**). 

Selbstverständlich  sind  die  zu  obigen  Normalfunctionen 
gehörigen  „Knotenlinien"  Breitenkreise  und  Meridiane^  welche 

letzteren  von  einander  die  gleichen  Winkelabstände  -^  haben. 


*)  Cf.  Bayleigh,  1.  c.  II,  p.  339,  wo  s,  n,  /i,  .  statt  der  hier  ge- 
brauchten .,  (i,  Je,  Q  stehen. 

**)  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  Appendix  B.  1867. 
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Dabei  ist  jede  Normalfunction  durch  eine  bestimmte  Anzahl 
von  Breitenkreisen  (m  —  1,  wenn  ^  der  Grösse  nach  die 
m^  Wurzel  der  obigen  transcendenten  Gleichungen  ist)  und 

von  Meridianen  (n  —  1,  wenn  v  =  —  ist)  charakterisirt,  und 

es  kommen,  wenn  man  die  Gesammtheit  aller  Normalfunctionen 
betrachtet,  gerade  alle  Combinationen  von  w  =  0,  1,  2 . . .  cx) 
und  n  =^  Oj  1 ,  2  .  .  .  oo  vor.  Für  n  sieht  man  dies  sofort, 
für  m  folgt  es  daraus,  dass  auf  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung, welcher  0^  genügt,  und  welche  man  schreiben  kann 

Ä  |(i  - '"^  £1  +  (*'  -  1  il  0  =  0'  (^  =  •=»«  ^)' 

die  Stürmischen  Schlüsse  anwendbar  sind,  wenn  man  v  als 
constant  und  7c^  oder,  was  dasselbe  ist,  ft  als  variabel  be- 
trachtet und  die  den  Polen  entsprechenden  Werthe  ^  =  +  1 
ausschliesst. 

Die  VoUständigJceit  des  gewonnenen  Systems  von  Nor- 
malfunctionen würde  durch  eine  analoge  Betrachtung  zu  er- 
schliessen  sein,  wie  beim  ebenen  Ringsector-,  man  würde  das 
sphärische  Viereck  dabei  am  zweckmässigsten  in  einen  Kugel- 
octanten  übergehen  lassen  (K.),  dessen  Normalfunctionen 
vollständig  bekannt  sind  und  als  Knotenlinien  ebenfalls  je 
m  —  1  Parallelkreise  und  n  —  1  Meridiane  besitzen  (vergl. 
§  9  dieses  Theiles). 

Mehrfache  ausgezeichnete  Werthe  werden,  nach  Analogie 
des  Rechtecks  zu  schliessen,  für  ein  von  Parallelkreisen  und 
Meridianen  begrenztes  sphärisches  Viereck  nur  bei  speciellen 
Verhältnissen  der  Bögen  O-j,  O-g  und  y  existiren. 

Ist  das  Gebiet  eine  Kugelzone ,  also  y  =  2%  und  die 
für  9  =  0  oder  =2n  zu  erfüllende  Bedingung  die  der 
Feriodicität  von  O,  so  werden,  genau  wie  beim  Kreisringe, 
alle  ausgezeichneten  Werthe,  ausser  den  zu  v  =  0  (n  =  0) 
gehörenden,  zweifach.  Da  dann  v  die  ganzzahligen  Werthe 
n  annimmt,  ist  TT^,— r  nicht  mehr  durch  dieselbe  Reihe  defi- 
nirbar,  wie  TT^,+r.  Man  kann  aber  die  vollständige  Lösung  0 
durch  die  (ebenfalls  bei  Rayleigh  angegebenen)  nach  Potenzen 
von  cos  &  =  z  fortschreitenden  Reihen  darstellen : 
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Enthält  das  Gebiet  den  einen  Fol  {%'  =  0)  in  sich,  ist 
es  also  eine  Ktcgelcalotte,  so  sind  die  Normalfunctionen: 

■^^,n  n^^nW  •  COS  n{cp  —  (fr)  , 

wobei  ^  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung  ist: 

Hier,  wie  auch  bei  der  Kugelzone,  muss  jedoch  die  be- 
schränkende Voraussetzuüg  gemacht  werden,  dass  d'^^  <  - 
ist,  weil  für  q  =  1  die  Reihe  für  TT  nicht  mehr  convergirt; 
man  müsste   also  im  Falle  '9'i  >  -^    eine    andere    Form    der 

Lösung  0  benutzen.  Die  obigen  Reihen  nach  Potenzen  von 
0  wären  wohl  brauchbar  für  eine  den  Aequator  umfassende 
Zone,  aber  nicht  für  eine  Galotte,  weil  sie  in  den  Polen 
(^  ==  +  1)  divergiren*). 

Endlich  gelangen  wir,  indem  wir  d-^  =  tc  werden  lassen 
und  jetzt  statt  der  früheren  Grenzbedingungen  nur  Eindeu- 
tigheit, Endliehkeit  und  Stetigkeit  der  Lösungen  von  (31)  for- 
dern, zum  Falle  der  vollen  Kugelfläche,  welcher  mathematisch 
das  grösste  Interesse  bietet.  —  In  W.  Thomson's  schon  er- 
wähntem Appendix  B,  sowie  in  Rayleighs  „Theorie  des  Schalles" 
(II,  p,  329  ff.)  wird  gezeigt,  dass  die  auf  voriger  Seite  an- 
geführte Reihe  nach  Potenzen  von  z  in  den  Polen,  d.  h.  für 


*)  Ueber  die  verschieöenen  möglichen  Reihendarstellungen  der 
Kugelfunctionen  vergl.  B.  Olbricht,  Studien  über  die  Kugel-  und  Cylinder- 
functionen,  Leipziger  Dissertation  1887,  worin  auch  der  Verlauf  der 
gewöhnlichen  Kugel-  und  Bessel'schen  Functionen  erster  und  zweiter 
Art  im  Reellen  anschaulich  discutirt  wird.  —  Im  Uebrigen  findet  sich 
die  ausführlichste  Darstellung  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  selbst- 
verständlich in  Heine' s  „Handbuch  der  Kugelfunctionen",  2.  Aufl., 
Berlin,  1878. 
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;£?  =  +  1>  ^^^  dann  noch  convergirt,  wenn  ^  —  v  eine  ganze 
positive  Zahl  und  ausserdem  ^  =  0  ist,  falls  diese  Zahl 
ungerade,  und  J5  =  0,  falls  sie  gerade  ist.  Da  nun  aus  dem- 
selben Grunde,  wie  schon  bei  der  Kugelzone,  v  eine  gan0e 
Zahl  sein  muss,  so  folgt,  dass  für  die  volle  Kugelfläche  auch 
fiy  d.  h.  der  Grad  der  Kugelfunctioneriy  nothwendig  eine  positive 
ganze  Zahl  (>  v)  ist.  Dasselbe  Resultat  hat  F.  Klein  in 
seiner  Vorlesung  über  partielle  Differentialgleichungen  der 
Physik  durch  folgende  Betrachtung  abgeleitet.  Jede  Lösung 
von  (31),  worin  ¥  =  fi(|[t  +  1)  gesetzt  sei,  giebt  mit  r^^  mul- 
tiplicirt  eine  der  Gleichung  A  F  =  0  im  Räume  von  drei 
Dimensionen  genügende  Function,  also  ein  Newton'sches 
Fotential'^  ist  der  Bereich,  für  welchen  (31)  zu  integriren  ist, 
die  volle  Kugelfläche,  so  erhält  man  also  ein  Potential  für 
deren  gauzen  Innenraum.  Soll  nun  die  Lösung  von  (31)  auf 
der  ganzen  Kugelfläche  endlich  und  stetig  sein,  so  muss 
dasselbe  von  jenem  Potential  gelten.  Dasselbe  lässt  sich 
daher  nach  Potenzen  von  x^  y,  0  mit  ganzen  positiven  Ex- 
ponenten entwickeln;  da  es  aber  r  nur  in  dem  Factor  r^' 
enthält,  so  können  in  dieser  Entwickelung  keine  anderen  Ex- 
ponenten, als  solche,  deren  Summe  =  ft  ist,  vorkommen; 
folglich  muss  ^  eine  ganze  positive  Zahl  sein.  Das  erwähnte 
Potential  ist  dann  eine  räumliche  Kugelfunction  im  engeren 
Sinne, 

Die  Grössen  /Lt,  welche  bisher  die  Wurzeln  einer  trans- 
cendenten  Gleichung  waren,  und  damit  die  ausgezeichneten 
Werthe  Ic^  =  ^{^ -{- 1) ,  bestimmen  sich  also  für  die  volle 
Kugelfläche  allein  aus  den  Stetiglceitshedingungen.  Um  daran 
zu  erinnern,  dass  ^  und  v  jetzt  positive  ganze  Zahlen  sind 
(0  inclusive),  soll  dafür  von  nun  an  m  und  n  gesetzt 
werden. 

Die  ausgezeichneten  Lösungen  der  Differentialgleichung 
(31)  für  die  volle  Kugelfläche  sind  identisch  mit  den  Kugcl- 
flächenfunctionen  im  engeren  Sinne,  die  gewöhnlich  schlecht- 
weg Kugelfunctionen,  auch  Laplace'sche  Functionen,  und  von 
den  Engländern  „complete  surface  spJierical  harmonics"  genannt 
werden;  denn  dieselben  werden  gewöhnlich  delinirt  als  die  auf 
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der  ganzen  Kugelfläclie  endlichen,  stetigen,  eindeutigen  Lö- 
sungen der  partiellen  Differentialgleichung 

In  dem  Ausdruck  (32)  ist  dabei  ^//,— r  =  0  zu  setzen, 
während  TT,,,»,  in  die  gewöhnlich  mit  P«,„(cos  O-)  bezeichnete 
und  „zugeordnete  Kugelfunction"  des  Argumentes  cos  d-  ==  0 
genannte  Function  übergeht.  Dieselbe  wird  am  einfachsten 
definirt  durch  die  Gleichung: 

n 

dz"" 
und  Fm  =  Pm,o  durch: 

P.W -Co       ^^^       . 

P,„  ist  eine  ganze  rationale  Function  w*°^  Grades  von  cos  O", 
P,n^n  eine  solche  (?w  —  n)*®^  Grades  multiplicirt  mit  sin^'-ö-. 
Die  Normalfunctionen  der  vollen  Kugelfläche  sind  also  (ab- 
gesehen von  eventuell  hinzuzufügenden  constanten  Factoren) 
von  der  Form: 

Pm,«  (cos  %')  cos  ^9? ,      Fm^n  (cos  %)  sin  W^), 

wobei  7n  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  +  oo,  n  jedes- 
mal diejenigen,  welche  ^m  sind,  zu  durchlaufen  hat;  für 
m  =  n  =  0  erhält  man  eine  Constante. 

Wie  man  sieht,  gehören  zu  einem  und  demselben  Werthe  m 
2m  +  1  verschiedene  Normalfunctionen  (die  Kugelflächenfunction 
m^^  Grades  enthält  ebensoviele  willkürliche  Constanten);  so- 
mit ist  hier  der  (m  +  1)*®  ausgezeichnete  Werth 

W  =  m{m  +  1) 

ein  (2m  +  Xyfacherj  und  die  Auswahl  der  zu  ihm  gehören- 
den Normalfunctionen  ist  auf  m{2m'{-  l)-fach  unendlich  viele 
Weisen  möglich.  Dass  die  oben  angegebenen,  zu  demselben 
Ic^  oder  m  gehörigen  Kugelflächenfunctionen  richtig  ausgewählt, 
d.  h.  je  zwei  von  ihnen  zu  einander  orthogonal  sind,  folgt 
aus  dem  Verschwinden  der  Integrale 
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Die  erwähnte  Multiplicität  der  Wurzeln  der  determiui- 
renden  Gleichung  (d.  h.  der  ausgezeichneten  Werthe  ¥)  für 
die  volle  Kugelfläche  bedingt  eine  ausserordentlich  grosse 
Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Knotenlinien,  namentlich  der 
zu  grossen  Werthen  von  m  gehörigen.  Man  würde  daher, 
indem  man  beliebige  Aggregate  von  Kugelflächenfunctionen 
gleichen  Grades  bildete  und  ihre  Nulllinien  aufsuchte,  sehr 
verschieden  berandete  sphärische  Bereiche  finden,  für  welche 
man  dann  wenigstens  die  erste,  das  Vorzeichen  nicht  wech- 
selnde Normalfunction  kennen  würde.  Auf  eine  besondere 
Art  der  Auswahl  der  ausgezeichneten  Lösungen,  durch  welche 
gewisse  grösste  Kreise  Knotenlinien  werden,  kommen  wir 
im  §  9  zurück.  —  Die  Knotenlinien  des  oben  gewählten 
Systems  zu  Jc^  ==  m(m  +  1)  gehöriger  Normalfunctionen  sind 
Parallelkreise  und  Meridiane,  deren  Anzahl  zusammen  stets 
=  m  ist;  die  Function  Pm,„(coS'9')  verschwindet  nämlich 
für  m  —  n  Werthe  von  -O-,  d.  h.  auf  in  —  n  Breitenkreisen, 
und  der  Factor  sin  ncp  oder  cos  n(p  natürlich  auf  n  sich 
unter  gleichen  Winkeln  in  den  Polen  schneidenden  Meridianen. 
Die  englischen  Physiker  nennen  nach  dem  Aussehen  des 
Knotenliniensystems  die  Kugelflächenfunctionen:  tesseral  har- 
mgnicSy  wenn  n  >  0  und  m  —  w  >  0  ist,  2onal  harmonics, 
wenn  n  =  0,  und  sedorial  harmonics,  wenn  m  —  n  =  0,  n 
aber  >  0  ist.  Figuren  der  Knotenkreise  für  einige  der  ein- 
fachsten Fälle  finden  sich  in  Maxwell' s  „Elektricität  und 
Magnetismus"  (1873,  1.  Band). 

Das  Princip  von  S.  63,  angewendet  auf  die  Schwingungen 
einer  geschlossenen  kugelförmigen  Luftschicht,  führt  auf  die 
Entwickelung  einer  auf  der  Kugelfläche  (d.  h.  für  0  <  qp  <  2;;r 
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und  0<,d'<C7t)  gegebenen  willkürlichen  aber  stetigen  Function 
nach  den  Kugelflächenfundionm  im  engeren  Sinne,  da  man 
nach  dem  Vorhergehenden  weiss,  dass  letztere  ein  vollständiges 
System  von  Normalfunctionen  der  Kugelfläche  bilden.  Im 
vorliegenden  Falle  ist  diese  aus  der  physikalischen  Evidenz 
erschlossene  Entwickelbarkeit  bekanntlich  auch  mathematisch 
streng  bewiesen*). 

c.    VollJcugely  Kugelschale  und  Sectoren  derselben. 

Die  im  Vorhergehenden  für  sphärische  Vierecke,  die  von 
je  zwei  Parallelkreisen  und  Meridianen  begrenzt  sind,  gewon- 
nenen Resultate  ermöglichen  die  Auffindung  der  Normal- 
functionen für  solche  räumliche  Bereiche j  welche  von  zwei 
concentrischen  Kugelflächen  von  den  Radien  r^,  ^2  und  je  zwei 
BotationsJcegeln  und  Meridianebenen^  die  aus  den  Kugelflächen 
CurvenvierecJce  der  eben  bezeichneten  Art  ausschneiden  ^  begrenzt 
werden. 

Die  Differentialgleichung  Aw  -j-  Ä;^w  ==  0  nimmt  durch 
Einführung  von  Polarcoordinaten  r,  -O-,  cp  die  Form  an : 

Setzt  man  hierin  u  =  R(r)  •  ¥(-9',  (p)^  so  zerfällt  sie  in: 
(33a)  ^(,^^)  +  (Fr^_fc'^)B  =  0, 

worin  k'^  eine  vorläufig  willkürliche  Constante  bezeichnet. 

Die  Gleichung  (33  b)  hat  genau  die  Form  der  unter  b. 
behandelten  Gleichung  (31),  und  da  auch  das  Gebiet,  für 
welches  ihre  ausgezeichneten  Lösungen  zu  finden  sind,  nach 
der  obigen  Voraussetzung  dasselbe  ist,  wie  dort,  so  finden 
die  Lösungen  (32)  hier  für  Y  unmittelbar  Anwendung.     Die 


*)  Vergl.  die  Abhandlungen  von  Dini,  Annali  di  Matematica  pura 
ed  applicata  (2)  VI  p.  112  —  140,  208  —  226,  1874,  und  Bruns,  Crelle's 
Journal  90,  p.  322—28,  1881. 
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Werthe  von  ^  =  —  1  +  11^1  +  ^^'^  ^^^  "^^^  '^  ^i"^  ^^^ 
Wurzeln  gewisser  aus  den  Grenzbedingungen  folgender 
transcendenter  Gleichungen;  es  ist  hervorzuheben,  dass  man 
eine  und  dieselbe  Lösung  erhält,  gleichviel  ob  man  bei  ^  das 
obere  oder  untere  Vorzeichen  wählt,  da  die  Vertauschung 
von  fi  mit  —  (f*  +  1)  nichts  ändert. 

Was  nun  die  Gleichung  (33a)  betrifft,  in  welcher  fortan 
ebenfalls  Ä'^=  ft(^  +  1)  gesetzt  werde,  so  kann  man  sie 
schreiben : 

Andererseits  lässt  sich  die  Differentialgleichung  der  Bessel- 
schen  Functionen  vom  Grade  +  m : 

auf  die  Form  bringen*) 


H-ll-'^'-y  +  ^V^-J-^-^O: 


(34)  R^  =  C^   "^l^      +  C^ 


daraus  folgt,  dass   das  vollständige  Integral  von  (33a)  ist: 

yiTr        '^     ^          ykr 

Das  Product  dieser  Function  J?^  mit  den  Functionen  (32) 
stellt  die  Normalfunctionen  des  betrachteten  Raumgebietes 
dar,  sofern  man  das  Verhältniss  Q/ :  CJ,,  und  den  Werth  von  h 
aus  den  transcendenten  Gleichungen  bestimmt  hat: 

worin  der  obere  Index  an  R  die  Differentiation  nach  hr  an- 
deutet und  h^'y  h^  zwei  gegebene  (positive)  Constanten  sind. 
Da  für  diese  Wurzeln  ft,  also  ¥,  constant  und  der  Factor  von 
WB>  in  der  Differentialgleichung  (33  a)  positiv  ist,  so  sind  auf 
die  Integrale  der  letzteren  die  yS^wrm'schen  Schlüsse  anwend- 
bar; insbesondere  folgt  daraus,  dass  die  Functionen  (34), 
nach  der  Grösse  der  Wurzeln  h  geordnet,  innerhalb  des  Ge- 


^)  Cf.  Rayleigh,  1.  c.  II,  p.  300. 
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bietes  auf  0,  1,  2  ....  concentrischen  Kugelflächen  ver- 
schwinden. 

Die  im  Vorhergehenden  gefundenen  Normalfunctionen 
des  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen,  zwei  coaxialen 
Kreiskegeln  und  zwei  durch  deren  Axe  gehenden  Meridian- 
ebenen begrenzten  Raumgebietes  besitzen  demnach  als  Knoten- 
flächen {Nullflächen)  je  l  concentrische  Ktigelflächen,  m  coaxiale 
Kreiskegel  und  n  Meridianebenen ,  wobei  alle  Combinationen 
der  ganzen  Zahlen  l,  m,  n  (=  0,  1,  2  ...  oo)  vorkommen. 
Dass  es  ausser  diesen  keine  anderen,  nicht  in  Producte  aus 
Functionen  je  einer  Coordinate  zerlegbaren  Normalfunctionen 
giebt,  schliessen  wir  wieder  aus  dem  Continuitätsprincipj  indem 
wir  das  betrachtete  Raumgebiet  stetig  in  ein  rechtwinkliges 
Parallelepipedon  übergehen  lassen,  für  welches  die  Voll- 
ständigkeit des  Systems  von  Normalfunctionen  mit  den  ent- 
sprechenden Knotenflächen  bekannt  ist. 

Mit  üebergehung  der  weniger  interessanten  Grenzfälle 
des  betrachteten  Gebietes,  also  z.  B.  eines  Kugelsectors,  eines 
Ringes  mit  einem  Riugsectol:  als  Querschnitt,  wollen  wir  noch 
kurz  den  Fall  einer  Kugelschale  erörtern. 

Da  dann  die  Functionen  Y  in  die  Normalfunctionen  der 
vollen   Kugelfläche    übergehen,    so    werden    v   und    ^   ganze 

Zahlen  «,  m,   welche   man  auf  die  Werthe  0,  1,  2 1- oo 

beschränken  kann.    Folglich  gehen  die  Functionen  (34)  nach 

Abtrennung  des  Factors  -p=-  in  die  speciellen  bei  Gelegen- 
heit des  ebenen  Ringsectors  vom  Winkel  2;r  betrachteten 
Bessel'schen  Functionen  vom  Grade  +  (m  +  ^)  über,  welche 
durch  die  Formeln  (30)  definirt  sind. 

Für  die  Vollhugel,  also  wenn  man  r^  =  0  werden 
lässt  und  Stetigkeit  im  Kugelmittelpunkte  fordert,  fallen 
die  Functionen  J_;„_^  fort,  und  die  Normalfunctionen  er» 
halten  die  Form: 

(35)      u,n,n  =  J,a-\-\{kr)  '  Qcr)-^ Pm,n  (cos  ^)  g^^^  (nq)) . 

Zu  jedem  ausgezeichneten  Werthe  h,  welcher,  wenn  r  den  Radius 
der  Kugel  bezeichnet,  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung 
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(36)       hJ,„+i(k^  +  Je  [jUiikr)  -  ^1^]  =  0 

ist,  gehören  2m  -\-  1  verschiedene  solche  Normalfunctionen; 
dass  dieselben  ein  orthogonales  System  bilden,  ergiebt  sich 
ebenso,  wie  bei  den  KugelflächenfunctioneD. 

Die  einfachsten  unter  den  Functionen  (35)  sind  diejenigen, 
für  welche  n  =  0  und  m  =  0  bezw.  =1  ist ;  dieselben  sind 
(bei  Fortlassung  des  constanten  Factors)  gegeben  durch  die 
Ausdrücke : 


Wo,o 


cos  d"  /sin  Jcr  7    \ 

;  Wi,o  =  ^r-  [-j:, cos  hr) 


Rayleigh  hat  bei  Behandlung  der  freien  Schwingungen 
einer  in  einer  Kugelfläche  eingeschlossenen  Luftmasse*)  die 
zu  diesen  Normalfunctionen  gehörigen  Werthe  ]c  und  Null- 
flächen (welche  bei  den  Luftschwingungen  die  Schwingungs- 
häuche  sind)  discutirt,  unter  der  diesem  physikalischen 
Probleme  entsprechenden  Voraussetzung,  dass  das  h  der 
Grenzbedingung  ==  0  ist.  Die  Function  Wo,o  stellt  die  rein 
radialen^  iti,o  die  rein  axialen  (dianietralen)  Schwingungen  dar; 
bei  ersteren  findet  die  Bewegung  überall  parallel  dem  Radius, 
bei  letzteren  überall  parallel  einem  uud  demselben  Durch- 
messer statt.  Die  Nullflächen  sind  beidemal  concentrische 
Kugelflächen  j  zu  welchen  bei  den  axialen  Schwingungen 
stets  die  Äeqiiatorebene  hinzukommt;  die  Radien  der  sphäri- 
schen Nullflächen  sind  bestimmt  durch  r  =  -r-  (*  =  1,  2 ) 

für  Wo,o,  durch  die  transcendente  Gleichung  tg  hr  =  hr  für 
Wi,o.  Die  letztere  liefert,  falls  man  in  ihr  r  =  r  setzt, 
andererseits  auch  die  ausgezeichneten  Werthe  h^  welche  zu 
Wo,o  gehören;  dem  kleinsten  derselben,  welcher  =  0  ist, 
entspricht  die  Normalfunction  w  ==  1,  also  keine  Schwingung, 
(da  bei  constantem  Geschwindigkeitspotential  alle  Lufttheil- 
chen  in  Ruhe  sind).  Für  die  Functionen  von  der  Form  ?(i,o 
lautet  die  transcendente  Gleichung  für  h: 


*g  ^^  -  2^37^« 


")  1.  c.  II,   p.  303—308. 
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und  besitzt  die  kleinste  Wurzel  hr  =  0,663  ,.  .itj  welcher 
Werth  überhaupt  dem  tiefsten  aller  Eigentöne  entspricht, 
welche  die  kugelförmige  Luftmasse  geben  kann.  Es  sei  noch 
bemerkt,  dass  die  radialen  Schwingungen  mit  den  oben  be- 
stimmten Werthen  von  h  auch  jedem,  durch  eine  ganz  beliebige 
Kegelfläche  ausgeschnittenen  Kugelsector  zukommen. 

Weitere  numerische  Angaben  über  die  ausgezeichneten 
Werthe  li  finden  sich  bei  Bayleigh  1.  c.  p.  306,  307;  man  sieht 
daraus  unter  Anderem,  wie  sehr  die  Werthe  von  ^,  also  die 
Tonhöhen,  durch  das  Auftreten  kugelförmiger  Knotenflächen 
vergrössert  werden. 

Die  ReihenentwicJcelung  einer  willkürlichen  Function  von 
r,  -O",  (p  nach  den  Normalfunctionen  (35),  deren  Möglichkeit 
wir  in  der  mehrfach  erwähnten  Weise  schliessen,  und  welche 
als  speci eilen  Fall  die  Entwickelung  einer  willkürlichen 
Function  von  r  in  die  bei  constantem  m  nach  den  Wurzeln 
Jci  der  transcendenten  Gleichung  (36)  fortschreitende  Reihe 


2 


für  das  Intervall  0  <  r  <  r  in  sich  schliesst,  scheint  noch 
nicht  mathematisch  untersucht  worden  zu  sein.  Sie  ist  in 
der  Theorie  der .  Diff"erentialgleichung  /^u-\-h^u  =  0  mit 
fest  gegebenem  W  das  Analogon  mr  Entwickelung  nach  steigen- 
den Kugelfunctionen  in  der  Fotentialtheorie ,  worauf  wir  im 
III.  Theile  noch  zurückkommen  werden.  Reicht  das  Intervall 
von  r  nicht  bis  an  den  Nullpunkt  heran,  so  kommt  eine  die 

Functionen 1==^—  enthaltende   Reihe    hinzu,   welche    der 

yur  ' 

Entwickelung  nach  fallenden  räumlichen  Kugelfunctionen 
entspricht. 

Die  Integraleigenschaft  der  Bessel'schen  Functionen  von 
der  Ordnung  m  -\-  \^  welche  aus  der  Orthogonalität  der 
Normalfunctionen  (35)  folgt: 


i 

s 


rdr 


e4+^  (kir)Jm+l-(hr)  —^  =  0 ,     {h  ^  h^ , 


P o c k e  1  s ,  Differontialgleitliuug. 
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unterscheidet  sich  von  der  früher  für  die  Bessel'schen  Func- 
tionen beliebiger  Ordnung  gefundenen  nicht  in  der  Form, 
sondern  nur  durch  die  trauscendente  Gleichung  (hier  36), 
welche  die  Werthe  ki  bestimmt. 

Indem  man  r  unendlich  gross  werden  lässt,  schliessen 
sich  die  ausgezeichneten  Werthe  Je  stetig  aneinander  an,  so 
dass  man  zu  einer  Integraldarstellung  von  der  Form 


/ 


Ä(k)  "+i    djc 

^  ^       Vier 


für  eine  willkürliche  Function  des  auf  positive  Werthe  be- 
schränkten Argumentes  r  gelangt.  — 

Wenn  nach  dem  Vorhergehenden  ersichtlich  ist,  wie  die 
allgemeinen  Bessel'schen  und  Kugelfunctionen  die  Lösung 
gewisser  physikalischer  Probleme  ermöglichen,  so  ist  anderer- 
seits hervorzuheben,  dass  man  umgekehrt  durch  diese  physi- 
kalische Bedeutung,  insbesondere  für  die  Schwingungsprobleme, 
ein  anschauliches  Bild  von  dem  Verlaufe  jener  Functionen  im 
Reellen  erhält.  Letzteres  gilt  ebenso  für  diejenigen  transcen- 
denten  Functionen,  mit  welchen  wir  uns  im  nächsten  Para- 
graphen beschäftigen  werden. 

§  8.     Gebiete  in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel,   welche 

von   ebenen   bezw.   sphärischen   confocalen  Kegelschnitten 

begrenzt  werden.    Allgemeine  Betrachtungen  über  die  bisher 

besprochenen  Specialfälle. 

a.  Von  confocalen  Kegelschnitten  begrenzte  ebene  Bereiche. 
Um  die  Differentialgleichung  Am  +  ^^w  =  0  für  Ge- 
biete der  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Art  zu  integriren, 
führt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  elliptische 
ein  (damit  längs  der  Begrenzungslinien  je  eine  Coordinate 
constant  ist).  Die  elliptischen  Coordinaten  in  der  Ebene 
kann  man  definiren  als  die  Wurzeln  der  in  A^  quadratischen 
Gleichung 

^  4_    y^    —  1 

worin   2e   die    allen  Kegelschnitten    des   Orthogonalsystems 


I 


Von  den  ausgezeichneten  Lösungen.  §  8.  115 

gemeinsame  lineare  Excentricität  ist;  wird  die  zwischen  0 
und  e^  liegende  Wurzel  mit  v^y  die  zwischen  e^  und  +  ^^ 
liegende  mit  /i^  bezeichnet,  so  ist  ^  die  halbe  grosse  Axe 
der  Ellipse,  v  die  halbe  reelle  Axe  der  Hyperbel,  welche 
durch  den  Punkt  x,  y  hindurchgeht.  Um  aber  der  trans- 
formirten  Differentialgleichung  eine  möglichst  einfache  Gestalt 
zu  geben,  wählt  man  als  unabhängige  Yariabele  nicht  die 
elliptischen  Coordinaten  selbst,  sondern  die  durch  die  Sub- 
stitutionen 

V  =  e  cos  I,     ^  =  e  cos  irj  ==  e  ^o\  rj 

definirten  Grössen  |  und  rj.  Damit  jedem  Punkte  ic,  y  nur 
ein  Werthepaar  ^,  r^  entspricht,  kann  man  rj  auf  das  Intervall 
von  0  bis  +  oo,  I  auf  dasjenige  von  0  bis  2jc  beschränken, 
indem  man  sich  die  EH -Ebene  längs  der  Verbindungslinie  der 
Brennpunkte  aufgeschnitten  denkt,  rj  ==  Const.  giebt  dann 
eine  ganze  Ellipse^  während  |  constant  gesetzt  nur  einen  halben 
Hyperbelast  darstellt  (die  ganze  Hyperbel  ist  gegeben  durch  die 
vier  Werthe  +  J,  ^  +  I;  I  bedeutet  den  Neigungswinkel 
der  Asymptoten  gegen  die  reelle  Axe).  In  5,  i^  ausgedrückt 
wird  nämlich 

X  =  e  ^d\  7]  cos  I  =  e  cos  iri  cos  S, 
y  =  e  @in  i^  sin  J  =  e  ^  sin  iri  sin  |, 
X  -\-  iy  =  e  Qo^  {^  -\-  irj). 
Letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Fläche  der  Ellipse  oder 
überhaupt  ein  von  je  zwei  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln 
begrenztes  Flächenstück    in    der  XF- Ebene    durch   die   an- 
gegebene  Substitution  auf   ein   RechtecJc   in    der    £H -Ebene 
conform  abgebildet   wird;    daher  geht  gemäss   den  Entwicke- 
lungen    in    §  4,  c   des    I.  Theiles    die    Differentialgleichung 
A«  +  h^u  =  0  über  in 

^  +  ^2  +  ^^^2  sin  (J  +  iri)  sin  (J  —  iri)u  =  0    oder 
(37)    äfcä  +  ö"^  +  ^^^^  (cos^  iri  —  cos^  |)w  =  0     oder 

P  +  g  +  fc'neoP  >?  -  cos^  1)^  =  0, 

WO  ¥  =  h.e  gesetzt  ist. 

8* 
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Die  letztere  Form  der  Differentialgleichung,  mit  der  ein- 
zigen Abweichung,  dass  statt  ©of^^  —  cos^  J  geschrieben  ist 

i((^of27?  — cos2|), 

haben  unter  Anderen  Heine  und  Mathieu  bei  ihren  Unter- 
suchungen über  das  betrachtete  Problem  zu  Grunde  gelegt, 
während  H.  Weber*)  sich  einer  etwas  verschiedenen  Sub- 
stitution bedient  hat. 

Will  man  die  Differentialgleichung  (37)  durch  Prodiicte 
aus  je  einer  Function  von  |  und  einer  von  ri: 

integriren,  so  müssen  diese  Functionen  den  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  genügen: 

4>^--('c'^cos^|-a)==0, 
(38)  "^ 

^i-reoP'!-»)H  =  o, 

worin  a  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet;  dabei  geht 
die  zweite  der  Gleichungen  (38)  aus  der  ersten  dadurch  her- 
vor, dass  man  |  durch  irj  ersetzt. 

Mit  den  durch  die  Differentialgleichungen  (38)  definirten 
Functionen^  für  welche  Heine  die  Benennung  „Ftmctionen  des 
elliptischen  Cylinders^^  eingeführt  hat,  haben  sich  Mathieu"^*), 
Heine***)^  Lindemann  f ),  Bruns  und  Callandreauf-f)  und  Harten- 
stein ff  f)  beschäftigt;  dieselben  haben  verschiedene  Reihen- 
entwickelungen für  die  genannten  Functionen  gegeben.  Die 
Constante  a  haben  Mathieu  und  Heine  so  zu  bestimmen  ge- 
sucht, dass  E  periodisch  ist  bei  Vermehrung  des  Argumentes  ^ 
um  27t j  wie  es  z.  B.  die  Behandlung  der  Vollellipse  erfordert; 


*)  Math.  Annalen  1,  p.  30,  1868. 
**)  Journ.  de  Lionville  (2)  XIII,  1868  u.  Cours  de  physique  mathe- 
matique,  1873,  p.  122—164. 

***)  Handbuch  der  Kugelfunctionen  p.  401  ff. 
f.)  Math.  Ann.  22,  1883. 

tt)  Astronom.   Nachrichten   106,  1883,    p.  192  —  203  (Bruns)   und 
107,  1884,  p.  32—38  (Callandreau),  128-132  (Bruns). 
ttt)  Dissertation,  Leipzig,  1887. 
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allein  auch  hierfür  ist  noch  keine  brauchbare  Methode  gefunden. 
Bruns  hat  sich  mit  der  Integration  einer  in  der  Störungs- 
theorie vorkommenden,  mit  (38)  im  Wesentlichen  überein- 
stimmenden Differentialgleichung  beschäftigt,  indem  er  darin 
Jv'^  und  a  als  gegeben  ansah;  er  ist  dabei  u.  A.  zu  einer 
Relation  gelangt,  welche  diejenige,  die  zwischen  den  Grössen 
Jc'^  und  a  bestehen  muss,  damit  das  Integral  periodisch  ist, 
als  speciellen  Fall  enthält.  Die  allgemeinen,  nicht  periodischen 
Integrale  hat  Lindemann  untersucht;  Hartenstein  hat  nur  den 
Fall  behandelt,  wo  das  h^  in  der  partiellen  Differentialgleichung 
negativ  ist.  —  Die  Integration  unter  den  Bedingungen  ü  =  0  oder 

^—  =  0  für  je  zwei  beliebige  Ellipsen   und  Hyperbeln,  also 

die  Herstellung  der  Normalfiinctionen  für  ein  von  den  letz- 
teren begrenztes  Gebiet,  scheint"  dagegen  noch  gar  nicht  ver- 
sucht worden  zu  sein.  Indessen  lässt  sich,  wie  ich  unten 
begründen  werde,  auch  ohne  nähere  Kenntniss  derselben 
F'olgendes  behaupten:  Es  giebt  für  ein  solches  Curven- 
viereck  eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Normalfunctionen, 
welche  längs  jeder  der  vier  Seiten  (also  für  |  =  |j,  |  ^  Ig 
und  1?  =  i?i ,  V  =  V2)  einer  der  Grenzbedingungen  ü  =  0  oder 
—  =  0  genügen  (die  allgemeinere  Grenzbedingung  mit  in 
bestimmter  Weise  variabelem  h,  welcher  auch  durch  Producte 
EH  genügt  werden  könnte,  schliessen  wir  wegen  Mangels 
einer  einfachen  physikalischen  Bedeutung  aus),  und  von  denen 
eine  jede  durch  eine  bestimmte  Zahl  m—1  von  elliptischen  und 
eine  bestimmte  Zahl  7i  —  1  von  hyperbolischen  Knotenlinien, 
wobei  alle  Combinationen  von  m  ==  1,  2---cx)  und  n  =  lj2--oo 
vorkommen,  charakterisirt  ist.  Dieser  Satz,  welchen  wir  (wie 
in  ähnlichen  Fällen)  das  Oscillationstheorem  nennen  wollen  (K.), 
lässt  sich  aus  den  in  §  6a  (S.  68—72)  erörterten  Stürmischen 
Sätzen  ableiten,  da  ja  die  Differentialgleichungen  (38)  ohne 
weitere  Umformung  unter  die  von  Sturm  betrachtete  Form  fallen. 
Die  Betrachtungsweise  ist  hier  nur  aus  dem  Grunde  etwas 
abzuändern,  weil  sich  jetzt  nicht  mehr,  wie  bei  den  bisher 
betrachteten  Bereichen,  die  Constante  a  der  Differentialglei- 
chungen gesondert  aus  den  Grenzbedingungen  für   ein  Paar 
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gegenüberliegender  Seiten,  und  'dann  die  Constante  ¥•  aus 
denjenigen  für  das  andere  Seitenpaar  bestimmen  lässt,  son- 
dern a  und  P  zugleich  nebst  den  Verhältnissen  der  Integra- 
tionsconstanten  aus  einem  System  von  vier  transcendenten 
Gleichungen  zu  bereclinen  sind. 

Man  denke  sich  nun  zunächst  in  einer  der  beiden 
Differentialgleichungen  (38),  z.  B.  in 

der  Grösse  /j'^  einen  festen  Werth  beigelegt.  Dann  giebt  es 
nach  Sturmes  Sätzen  (5.  u.  6.  S.  69)  sicher  einen  und  nur 
einen  Werth  von  a,  für  welchen  die  Function  Z  den  gegebenen 
Grenzbedingungen  für  5  =  li  und  J  =  I2  genügt  und  im 
Intervalle  J2  ^  ?  <^  li  ^^^  vorgeschriebene  Anzahl  (m  —  1) 
von  Nullstellen  besitzt;  jene  Sätze  sind  hier  anwendbar,  weil 
der  Factor  von  E  mit  a  wächst. 

Aendert  man  nun  den  ursprünglich  angenommenen  Werth 
von  Ti'^  ab,  so  wird  sich  auch  der  soeben  definirte  Werth 
von  a  ändern;  man  kann  also  a  als  Function  von  h'^  auf- 
fassen, wobei  man  sich  auf  positive  Werthe  von  Z;'^  be- 
schränken kann,  weil  schon  bekannt  ist,  dass  nur  für  solche 

bei  den  Grenzbedingungen  ü  =  0  und  ^  =  0  (von  0  ver- 
schiedene) Normalfunctionen  existiren.  Man  sieht  auf  den 
ersten  Blick,  dass  a  mit  ¥^  wachsen  muss,  damit  die  Zahl  der 
Nullstellen  (oder  Oscillationen)  von  E  dieselbe  bleibe;  dies 
ergiebt  sich  aber  auch  in  Strenge  auf  folgende  Weise.  Sind 
Ej,  Eg  2iwei  Integrale,  die  allen  festgesetzten  Bedingungen 
genügen  und  zu  den  Werthepaaren  ä:/^,  a^  und  hp,  a^  ge- 
hören, dann  folgt  aus  der  Differentialgleichung  auf  bekannte. 
Weise: 

(K'  -  V')/cos^?  •  E,  Z,d^  =  {a,  -  a,)J  E,  £,d^ . 

Sind  nun  itg',  «2  unendlich  wenig  von  Ä/,  a^  verschieden,  so 
ergiebt  sich  hieraus: 
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lim. 


^. 


fcoa^.:zi-2d^ 


S^.^.d^ 


'^d^ 


Sa 


Diese  Gleichung  lehrt,  dass  a^  beständig  zunimmt,  wenn  ¥^ 
wächst;  stellt  man  also  a^  als  Ordinate j  h'^  als  Äbscisse  dar, 
so  erhält  man  eine  beständig  ansteigende  Curve,  welche  mit  Q 
bezeichnet  werden  möge  ( —  dementsprechend  ist  auch  a 
mit  dem  Index  |  versehen  — ).  Für  7c'^  =  0  ergiebt  sich  für 
a^  ein  leicht  zu  berechnender  positiver  Werth. 

In  der  Differentialgleichung  für  H  möge  nun  umgekehrt 
a  zunächst  als  fest  betrachtet  werden;  dann  sind  wieder  die 
Sätze  von  Sturm  anwendbar  und  gestatten  den  Schluss,  dass  es 
einen  und  nur  einen   Werth  von  ¥^  giebt,  für  welchen  das 

Integral  H  den  Grenzbedingungen  H  =  0  oder  -5—  =  0  für 

rj  =  rji  und  tj  ==  %  und  ausserdem  der  Forderung  genügt, 
innerhalb  des  Intervalls  %  <  ^  <  '»?i  genau  {n  —  l)-mal  zu 
verschwinden.  Nun  kann  man  wieder  den  ursprünglich  ge- 
gebenen Werth  a  variiren  und  k'^  als  Function  von  a  =  a,j 
oder  auch  umgekehrt  ayj  als  Function  von  Jc'^  betrachten. 
Wieder  ergiebt  sich,  dass  arj  und  ¥^  sich  stets  in  gleichem 
Sinne  ändern'^  denn  es  folgt  wie  oben: 

f\o]^rj.H^dri 
Vi 


(39') 


da. 


d{k'^) 


fH'drj 


Die  Curve  C,j,  deren  Ordinate  a,j  und  deren  Äbscisse  h'^  ist, 
steigt  demnach  ebenfalls  beständig  an. 

Für  /c'^  =  0  hat  atj  einen  (leicht  angebbaren)  negativen 
Werth;  die  Curve  (7,;  geht  also  von  einem  tieferen  PunJcte  aus, 
als  die  Curve  Q.  Für  sehr  grosse  Werthe  von  ¥^  muss  a,j 
jedenfalls  >  ¥^  sein,  weil  im  ganzen  Gebiete  (Jof  '»?  >  1 
(höchstens  an  der  Grenze  =1)  ist  und  daher,  wenn  a^j^Jc^ 
wäre,  der  Factor  von  H  in  (38)  viel  zu  gross  für  die  ge- 
forderte Anzahl   von   Oscillationen   würde.     Aus   demselben 
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Grunde  kann  a^  für  sehr  grosse  Werthe  von  Ic'^  nicht  ^  Jc'^ 
sein,  weil  sonst  der  Factor  a  —  ¥^  cos^l  wiederum  viel 
zu  grosse  positive  Werthe  annehmen  würde.  Folglich 
liegt  für  sehr  grosse  Ahscissen  die  Curve  0,^,  die  von  einem 
tieferen  Punkte  der  Ordinatenaxe  ausging,  über  der  Curve  Cg] 
beide  müssen  sich  also  nothwendig  schneiden.    (Vgl.  Fig.  9.) 

Fig.  9. 
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Es    bleibt   noch   zu   beweisen,   dass  dies  nur  in  einem 
Punkte  geschehen  kann.    Die  Formeln  (39)  und  (39')  zeigen 

da-       ^  d  a 

nun,    dass    ,,,..,,   sicher  stets  <  1,  ttit/^  stets  >  1  ist;  folg- 


d(]c"') 
lieh  ist  für  alle  Ahscissen 


da. 


> 


dat 


und  daher  ein  mehr- 


d{r^)  ^  d{ry 

maliger  Schnitt  unmöglich.  Denn  legt  man  durch  den  ersten 
Schnittpunkt  eine  Gerade  unter  +  45^  gegen  die  Abscissen- 
axe,  so  bleibt  Cyj  fortan  stets  über,  Cg  stets  unter  derselben.  — 
Damit  ist,  wie  ich  glaube,  bewiesen,  dass  die  Curven  Q  und 
Cr]  stets  einen  und  nur  einen  Schnittpunkt  haben,  dass  es  also 
ein  völlig  bestimmtes  Werthepaar  a,  Jc'^  giebt,  welchem  eine  ge- 
rade auf  m  —  1  Ellipsen  und  auf  n  —  1  Hyperbelästen  ver- 
schwindende Normalfunction  (Z  H)«,«  entspicht 

Dass  die  Gesammtheit  der  so  gewonnenen  Normalfunc- 
tionen  alle  überhaupt  möglichen  umfasst,  schliessen  wir 
wieder  auf  Grund  des  Continuitätsprincips ,  indem  wir 
das  von  zwei  Ellipsen  und  zwei  Hyperbeln  begrenzte  Curven- 
viereck  in  ein  Rechteck  übergehen  lassen. 
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Die  Orthogonalitäts- Eigenschaft  der  Normalfunctionen 
zerfällt  auch  hier  in  je  eine  Integralrelation  für  die  Functionen 
E  und  H;  doch  sind  dieselben  nicht  von  so  einfacher  Form, 
wie  in  den  bisher  betrachteten  Specialfällen.  Man  findet 
nämlich,  wenn  Z^  H^  und  =.^  Hg  zwei  verschiedene  Normal- 
functionen (bei  denselben  Grenzbedingungen)  sind, 


fE,E,d^  fH,H,d7] 

diese  Gleichungen  bestehen  auch  noch,  wenn  eine  der  Zahlen 
m,  n  für  HjHi  und  £2^2  übereinstimmt.  Nur  wenn  zufällig 
(für  specielle  Bereiche)  zwei  Normalfunctionen  existiren,  für 
welche  entweder  a^  ==  «3  oder  7%'^  =  1^2^  wird,  erhält  man 
die  einfachen  Integraleigenschaften 


^2 
im  ersten. 


Jcos^|.5jE,rf|=j6op.2.H,H,rf^  =  0 

I.  1, 


im  zweiten  Falle. 

Besondere  Berücksichtigung  erfordern  bei  dem  vorliegen- 
den Probleme  solche  Bereiche,  'welche  über  die  X-Äxe  Jdnüber- 
greifeUj  sowie  namentlich  solche,  die  von  weniger  als  vier 
Kegelschnitten  begrenzt  werden. 

Nach  der  oben  getroffenen  Festsetzung  sollte  ^  alle 
Werthe  von  0  bis  2%,  t]  alle  von  0  bis  +  00  annehmen 
können  (analog  dem  Azimuth  und  Radius  im  gewöhnlichen 
Polarcoordinatensjstem);  dementsprechend  hat  man  sich  die 
XY- Ebene  längs  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte 
(ic  =  +  e,  y  =  0)  aufgeschnitten  zu  denken.  Man  kann  dann 
ohne  Weiteres  Bereiche  behandeln,  welche  nicht  über  die 
Strecke  der  Abscissenaxe  von  x  ==  —  e  bis  x  =  -\-  00  hin- 
übergreifen; gehört  aber  ein  Stück  der  Strecke  von  +  e  bis 
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+  oo  dem  Innern  des  Gebietes  an  (wie  es  in  Fig.  10b  an- 
gedeutet ist),  so  muss  man  das  Intervall  von  |  über  Null 
hinaus  nach  der  negativen  Seite  erweitern,  und  dasselbe  muss 
man  mit  dem  Intervall  von  fj  thun,  falls  der  gegebene  Be- 
reich über  die  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  hinüberreichen 
sollte,  wie  in  Fig.  10  a;  (denn  beim  Ueberschreiten  derselben 
muss  1]  das  Vorzeichen  wechseln,  wenn  das  Vorzeichen  von  | 

Pig.  10  u.  11. 


Fig.  12  u.  13. 


unverändert  bleibt).  Man  kann  auf  diese  Weise  auch  zu  Ge- 
bieten gelangen.  Welche  über  sich  selbst  übergreifen^  also  Theile 
der  Ebene  doppelt  oder  mehrfach  überdecJcen,  indem  sie  in  ein 
anderes  Blatt  der  unendlich  vielblättrigen  Riemann'schen 
Fläche,  welche  man  sich  über  der  EH -Ebene  ausgebreitet 
zu  denken  hat,  übertreten  (Fig.  11).  Das  Gesammtintervall  von 
I  ist  in  solchen  Fällen  grösser  als  27t.  —  Uebrigens  bleiben 
aber  durch  diese  Gebietserweiterung  die  früheren  Schlüsse 
unberührt.  — 

Zu  den  soeben  betrachteten  Gebieten  gehören  insbeson- 
dere diejenigen,  welche  von  zwei  verschiedenen  Ellipsen  und 
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zwei  Stücken  desselben  Hyperbelastes  (Fig.  12  b)  oder  von  zwei 
verschiedenen  Hyperbeln  und  einer  Ellipse  (Fig.  12  a)  begrenzt 
werden.  Für  solche  Gebiete  kann  man  die  Normalfunctionen 
dadurch  erhalten,  dass  man  für  die  Symmetrielinie  (J  =  0 
bezw.  7^  =  0)  1.  die  Grenzbedingung  ü  =  0,  2.  die  Grenz- 
bedingung ^  vorschreibt,  die  entsprechenden  Normalfunc- 
tionen der  einen  Gebietshälfte  bestimmt  und  diese  im  Falle  1. 
antisymmetrisch  (d.  h.  so,  dass  sie  in  symmetrisch  gelegenen 
Punkten  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  erhalten),  im  Falle  2. 
symmetrisch  in  die  andere  Gebietshälfte  hinein  fortsetzt.  Beide 
Arten  von  Gebieten  können  weiter  in  ein  von  nur  einer  Ellipse 
und  einem  Hyperbelast  begrenztes  Flächenstück  ausarten,  in- 
dem bei  den  ersteren  (Fig.  13a)  die  innere  Ellipse,  bei  den 
letzteren  (Fig.  13  b)  der  innere  Hyperbelast  sich  auf  eine  Doppel- 
linie reducirt  und  als  Begrenzung  verschwindet.  Hierbei  tritt  an 
die  Stelle  der  Grenzbedingung  ü  ==  0  oder  -x-  =  0,    welche 

ursprünglich  an  jener  Doppellinie,  also  für  rj  =  0  bezw.  1  =  0, 
zu  erfüllen  sein  würde,  die  Forderung,  dass  die  Normal- 
functionen und  ihre  Derivirten  bei  Ueberschreitung  jener 
Linie  stetig  sein  sollen,  damit  man  nämlich  die  Linie  als  Be- 
grenzung fortlassen  darf.  Dieses  Auftreten  einer  StetigJceits- 
hedingung  statt  einer  Grensbedingung  hat  bisher  nur  beim 
üebergang  vom  Kreisring  zum  Yollkreis  oder  von  der  Kugel- 
schale zur  Vollkugel  ein  Analogon  gehabt,  wo  die  im 
Mittelpunkte  unstetige  Bessel'sche  Function  zweiter  Art  ausge- 
schlossen werden  musste,  wenn  der  Mittelpunkt  in  das  Gebiet 
aufgenommen  werden  sollte.  Es  ist  nicht  zu  verwechseln 
mit  der  früher  schon  mehrfach  besprochenen  Grenzbedingung 
der  Periodicitätj  welche  sich  darbietet,  wenn  swei  verschiedene 
Begrenzungslinien  verschmelzen,  d.h.  als  Begrenzung  verschwin- 
den sollen.  Dieser  letzte  Fall  tritt  bei  dem  vorliegenden  Probleme 
dann  ein,  wenn  ein  von  2  confocalen  Ellipsen  und  2  Hyperbel- 
stücken begrenztes  Gebiet  sich  zum  Ring  zusammenschliesst; 
für  die  Functionen  E  tritt  dann  an  Stelle  der  Grenzbedin- 
gungen die  Forderung  der  Periodicität  bei  Vermehrung  ihres 
Argumentes  |  um  27C, 
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Gemäss  dieser  Bedingung  hat  MatJiieu  a.  a.  0.  Reihenent- 
wickelungen für  die  Grösse  a  (bei  ihm  B)  nach  Potenzen 
von  ¥^(4:h^)  und  für  die  ausgezeichneten  Lösungen  Z  solche 
nach  Potenzen  von  k'^  multiplicirt  mit  sin  bezw.  cos  der 
Vielfachen  von  |  (bei  ihm  a)  abgeleitet.  Er  unterscheidet  zvrei 
Arten  von  Lösungen  Z;  die  einen  verschwinden  längs  der 
Strecken  zwischen  den  Endpunkten  der  grossen  Axe  und 
den  Brennpunkten  der  Ellipse,  die  andern  haben  daselbst 
Maxima  und  Minima.  (Beim  Kreise  würden  je  zwei  solche  zu 
demselben  ausgezeichneten  Werthe  ¥^  gehören,  was  hier 
nicht  der  Fall  ist.)  Die  Lösungen  H,  welche  mit  den  eben 
besprochenen  E  multiplicirt  die  Normalfunctionen  der  Voll- 
ellipse liefern  und  demnach  für  rj  =  0  der  Stetigkeitsbedin- 
gung genügen  müssen,  zerfallen  ebenfalls  in  zwei  Classen, 
von  denen  die  eine  auf  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte 
verschwindet,  die  andere  dort  Maxima  oder  Minima  erreicht. 
Mathieu  zeigt  nun,  dass  die  zu  demselben  Werthepaare  Z:'^,  a 
gehörigen  Z  und  H  immer  derselben  Classe  angehören,  also 
das  Product  EH  auf  der  ganzen  grossen  Axe  entweder  ver- 
schwindet oder  relative  Maxima  und  Minima  hat,  mit  anderen 
Worten,  dass  die  Normalfunctionen  in  Bezug  auf  die  grosse 
A^e  entweder  symmetrisch  oder  antisymmetrisch  sind.  Die 
einfachsten  Fälle  der  Knotenlinien  sind:  Die  grosse  Axe 
allein,  die  kleine  Axe  allein,  beide  zugleich,  zwei  Aeste  einer 
und  derselben  Hyperbel,  zwei  solche  combinirt  mit  der  grossen 
oder  kleinen  Axe.  Mathieu  zeigt  durch  eine  ziemlich  um- 
ständliche Betrachtung,  dass  die  Anzahl  der  elliptischen 
Knotenlinien  m  —  1  beträgt,  wenn  k"^  die  m*^  Wurzel  der 
transcendenten  Gleichung  H  (^)  =  0  ist,  und  gleichzeitig 
zwischen  ¥^  und  a  immer  diejenige  Relation  besteht,  welche 
dem  Vorhandensein  einer  bestimmten  Anzahl  hyperbolischer 
Knotenlinien  entspricht.  Dieser  Satz  ist  in  dem  oben  für  ein 
beliebiges  von  je  zwei  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln 
begrenztes  Gebiet  bewiesenen  als  specieller  Fall  enthalten. 
Ein  Verfahren  zur  Berechnung  von  h^  hat  Mathieu  nicht  an- 
gegeben. 

Es  sei  hier  noch  erwähnt,  dass  Mathieu  gelegentlich  des 
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Problems  der  Wärmeleitung  in  einem  elliptischen  Cylinder 
hervorhebt,  dass  die  Normalfunctionen  ^bei  der  Grenzbedin- 
gung hü  -\-  ^  =  0  für  die  Ellipse  nicht  als  Producte  aus 
zwei  Functionen  von  je  einer  Coordinate  bestimmt  werden 
können;  dies  ist  in  üebereinstimmung  mit  dem  von  mir 
S.  92  ausgesprochenen  Satze.  — 

Ueber  die  Reihenentwickelungen  einer  willkürlichen 
Function  nach  den  Functionen  des  elliptischen  Cy linders, 
bezw.  nach  den  Producten  (ZH)^,«,  scheinen  keine  eingehen- 
den Untersuchungen  vorhanden  zu  sein;  Mathieu  erwähnt 
nur,  wie  die  Coefficienten  jener  Reihen  mit  Hülfe  der  Ortho- 
gonalitäts-Eigenschaft  bestimmt  werden  können.  — 

Ein  Grenzfall  des  elliptischen  Coordinatensystems  ist 
das  parabolische^  bestehend  aus  zwei  sich  orthogonal  schnei- 
denden Schaaren  confocaler  Parabeln.  Dasselbe  hat  H.Weher 
1.  c.  benutzt,  um  die  Differentialgleichung  Au-{-]c^u  =  0  für 
Flächenstücke  zu  integriren,  welche  von  je  zwei  Parabeln  der 
beiden  Schaaren  begrenzt  werden.  Die  parabolischen  Coordinaten 
führt  er  ein  durch  die  Substitution 

oder 

x  +  iy  =  F(i  +  iri)  =  (i  +  iriy', 

der  Brennpunkt  ist  dann  der  Nullpunkt,  die  Axe  der  Schaar 
I  =  Const.,  gegeben  durch  |  =  0,  die  negative  X-Axe;  2|^ 
und  2fi^  sind  die  Parameter  der  Parabeln.  Lässt  man  sowohl 
I  als  7]  alle  reellen  Werthe  von  —  oo  bis  -|-  ^^  durchlaufen, 
so  erhält  man  die  doppelt  überdeckte  XI^-Ebene  mit  einem 
Verzweigungsschnitt  von  x  =  0  bis  x=  -\-  oo  oder  von  x  =  0 
bis  rc  =  —  oo.  Die  Differentialgleichung  wird  zufolge  S.  28,  29, 
da  hier  F\^-\-iy])  =  2(J  +  iri)  ist, 

1^.  + 15  +  ni'  +  n>  =  0 

und  zerfällt  durch  den  Ansatz  t*  =  £(J)H(?^)  in: 
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Die  Betrachtungen,  welche  im  Falle  des  elliptischen  Coor- 
dinatensystems  zum  Beweise  des  „Oscillationstheorems"  für 
die  Normalfunctionen  angestellt  wurden,  führen  hier  um  so 
leichter  zum  Ziel,  als  der  Factor  von  h^  in  beiden  Differential- 
gleichungen positiv  ist.  Dies  hat  nämlich  zur  Folge,  dass 
die  Curve  C^j,  welche  von  einem  Punkte  der  negativen  Ordi- 
natenaxe  (a-Axe)  ausgeht,  beständig  steigt ,  die  von  einem 
Punkte  der  positiven  a-Axe  ausgehende  Curve  Q  aber  beständig 
fälltj  so  dass  sich  beide  sicher  in  einem  und  nur  einem 
Punkte  schneiden. 

H.  Weher  giebt  ohne  Ableitung  vier  bestimmte  Particular- 
lösungen  H',  =.'',  H',  H''  der  Gleichungen  (40)  in  Gestalt 
bestimmter  Integrale  an,  in  Betreff  deren  wir  hier  nur  auf 
die  Originalabhandlung  (1.  c.  S.  31)  verweisen. 

Die  Normalfunctionen  eines  von  vier  Parabeln  |  =  |j , 
I  ==  I2?  V  =^  Vij  V  ^^  %  begrenzten  Bereiches  sind  dann  von 
der  Form 

(^'Z'  +  Ä"^"){B'H'  +  5"H"); 

wobei  sich  die  Verhältnisse  Ä'  :  A"  und  B' :  B"  sowie  die 
Constanten  li,  und  a  aus  den  vier  durch  die  Grenzbedinorungen 

^  =  0  oder  0—  =  0  (d.  i.  -j^  ==  0  bezw.  j~  =  O)  gelieferten 

transcendenten  Gleichungen  bestimmen;  wie  diese  Bestim- 
mung auszuführen  wäre,  giebt  Weher j  der  übrigens  im 
Gegensatz    zu    dem    von    uns    S.   92    ausgesprochenen    Satze 

auch    die   Grenzbediügung   hü  -\-  -7^  =  0  mit  constantem  h 

für  erfüllbar  erklärt,  nicht  an,  auch  nicht  bei  den  ein- 
facheren gleich  zu  erwähnenden  Fällen.  —  Für  die  eine  der 
begrenzenden  Parabeln  kann  auch  die  Coordinate  Ig  hezw. 
^2  negativ  sein,  d.  h.  das  Gebiet  kann  in  beliebiger  Weise 
über  die  +  X-Axe  oder  die  —  X-Axe  hinübergreifen, 
was  Weher  überflüssiger  Weise  ausschliesst.  Derselbe  be- 
trachtet gesondert  den  Fall,  dass  zwei  Begrenzungslinien 
derselbe^i  Parabel  angehören,  so  dass  z.  B.  rj2  ==  —  rj^  ist;  in 
diesem  Falle  muss  eine  der  Constanten  B\  B"  gleich  0  sein, 
weil  H'(-%)  =  H'(^i)  und  H"(-^i)=-  H"(^i)  ist,  mit- 
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in  sowohl  H'  als  H"  entweder  der  Grenzbedingung  an  beiden 
oder  an  keinem  Stücke  der  Parabel  ^  =  +  '*?i  genügt.  Man 
hat  dann  also  zwei  Classen  von  Normalfun ctionen: 

(Ä'^'  +  Ä"Z")H'     und      (Ä'E'  +  ^"£'0H" 

und  bei  beiden  drei  transcendente  Gleichungen  zur  Be- 
rechnung von  /c,  üj  A' :  A" .  (Ganz  analog  wird  es  sich 
natürlich  bei  den  entsprechenden  Bereichen  im  elliptischen 
Coordinatensystem  verhalten.)  —  Wird  endlich  die  Begrenzung 
von  nur  zwei  Parabeln:  |  =  l^,  ^  ==  +  '*?i  gebildet,  so  dass 
der  Bereich  den  JBrennpunJct  in  sich  scJiliesst,  so  hat  man  statt 
der  Grenzbedingung  für  J  =  §2  =  ^  wieder  die  oben  S.  123 
besprochene  Stetiglceitshedingung.  Dieselbe  erfordert,  dass  die 
Normal  Functionen  eine  der  beiden  Formen  E'H',  Z"H"  haben, 
weil  E'H"  und  Z"H'  nur  auf  dem  rechts  bezw.  nur  auf  dem 
links  vom  Brennpunkte  gelegenen  Stücke  der  Abscissenaxe 
verschwinden  würden.  Hier  sind  also  nur  zwei  transcendente 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  a  und  Je  vorhanden. 

Irrthümlich  ist  wohl  die  Bemerkung  Weber's  (1.  c.  S.  34), 
zu  jedem  Werthe  von  h^  gehöre  eine  unendliche  Reihe  von 
Werthen  a,  so  dass  sich  die  Normalfunctionen  nach  ¥  und  a 
in  eine  doppelt  unendliche  Reihe  ordnen  würden.  Gleiche 
Werthe  von  h^,  welche  verschiedenen  Normalfunctionen  ent- 
sprechen, können,  wie  beim  Rechteck,  wahrscheinlich  aus- 
nahmsweise vorkommen,  aber  doch  nur  mit  heschränlcter,  nicht 
unendlich  grosser  Multiplicität. 

Die  Orthogonalitäts-Eigenschaft  lautet  hier,  wenn  Ej,  Hg 
und  Hl ,  H2  den  Grenzbedingungen  entsprechend  gewählte  lineare 
Aggregate  von  Z',  Z''  und  H',  H''  bezeichnen,  welche  zu 
den  Werthepaaren  Jcj^j  a^  und  le^^  a^  gehören,  folgender- 
massen: 

und  zerfällt  nur  im  Falle  fcj^  =  h^  in 
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und  im  Falle  a^  ==  a^  in 

Mit  den  Integralen  der  Differentialgleichungen  (40),  den 
sogenannten  „Functionen  des  parabolischen  Cylinders^^  hat  sich 
nach  H.  Weber  K.  Baer^)  beschäftigt.  Derselbe  hat  diese 
Functionen  durch  Reihen,  welche  Grenzfälle  der  hypergeo- 
metrischen sind,  und  daraus  abgeleitete,  von  den  Weber- 
schen  verschiedene  bestimmte  Integrale  dargestellt  und  unter 

Anderem  gezeigt,  dass  sie  für  specielle  Werthe  von  -^   sich 

auf  geschlossene  Ausdrücke  (Exponent] alfunctionen  multiplicirt 
mit  ganzen  rationalen  Functionen)  reduciren.  Sodann  erörtert 
er  die  Coefficientenbestimmung  in  Reihenentwickelungen  für 
willkürliche  Functionen  von  einer  bezw.  zwei  Variabein  nach 
Functionen  des  parabolischen  Cylinders  bezw.  nach  Producten 
aus  solchen,  indem  er  die  Möglichkeit  dieser  Reihendarstel- 
lungen (welche  für  alle  reellen  Werthe  der  Variabein  bezw. 
für  die  ganze  Ebene  gelten  sollen)  voraussetzt.  — 

Es  sei  schliesslich  noch  daran  erinnert,  dass  die  im 
Vorhergehenden  betrachteten,  von  confocalen  ebenen  Kegel- 
schnitten begrenzten  Bereiche  auch  in  der  Weise  ausarten 
können,  dass  sie  sich  in's  Unendliche  erstrechen j  z.  B.  dann, 
wenn  die  Begrenzung  nur  von  zwei  confocalen  Hyperbeln 
oder  von  zwei  co^nfocalen  Parabeln  derselben  Schaar  gebildet 
wird;  diese  Fälle  bedürften  wohl  noch  einer  besonderen  Unter- 
suchung, weil  in  der  transformirten  partiellen  Differential- 
gleichung dann  auch  der  Factor  von  u  unendlich  gross  wird. 
Zieht  man  das  physikalische  Beispiel  der  schwingenden  Mem- 
bran heran,  so  würde  es  sich  um  die  Schwingungen  einer 
gleichmässig  gespannten  Membran  von  der  Gestalt  eines 
unendlichen  Parallel  Streifens  handeln,  deren  Dichte  in  unend- 
licher Entfernung  unendlich  gross  wird. 


*)  Programm  des  Realgymn.  zu  Küstrin,  1883. 
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r 

^^^^p).    Gebiete  auf  der  Kugelfläche,  welche  von  vier  confocälen 
^^^B  sphärischen  Kegelschnitten  hegrend  werden. 

^H  Wenn  man  in  der  Differentialgleichung  der  Kugelflächen- 

^B  functionen  im  allgemeinsten  Sinne  (31)  statt  d",  cp  elliptische 
Coordinaten  einführt,  so  nimmt  sie  ebenfalls  eine  Form  an, 
welche  die  Zerspaltung  in  zwei  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen gestattet.  Die  elliptischen  Coordinaten  auf  der 
Kugelfläche  vom  Radius  1  werden  definirt  als  die  Wurzeln 
ft^,  v^  der  Gleichung 

wobei  0  <  ^^^  <  &^  <  /Lt^  <  c^  sein  soll.    Es  wird  dann 


X  =  cos  d'  =  j~  j    y  ==  sm  d'  cos  g)  = 


bVc' 


sm  '9'  sin  g?  = 


und  wenn  man  als  unabhängige  Variabele  nicht  ^^  und  v^ 
selbst,  sondern  die  elliptischen  Integrale  erster  Art 

dv 


J  y(f.^-&*o(c^-  fi^y     "^   J  }/{b^ 


einführt,  so  geht  die  Differentialgleichung  (31)  über  in: 

ft  und  V  sind  elliptische  Functionen  von  J  bezw.  rj,  nämlich 
nach  Jacobi'scher  Schreibweise 

ft  =  cA  am(K  —  c|;  tc),     v  =  h  sin  am  {cri\  k), 

wobei  der  Modul  durch  oc^  =  — ^—  gegeben  ist. 

Setzt  man  nun  w  =  E  H ,  so  müssen  E  und  H  den  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  genügen: 

Po  ekel  8,  Differentialgleichung.  9 
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in  denen  a  wieder  eine  zunächst  willkürliche  Constante 
bedeutet. 

Führt  man  in  der  zweiten  die  rein  imaginäre  Variabele 
rii  ein,  so  erhalten  beide  genau  die  gleiche  Form,  nämlich, 
wenn  man  A  für  ft^  bezw.  v^,  t  für   das   elliptische  Integral 

X 

r dx 

J  |/;t(X- &')(;i  ~-^^)'  ^  ^^^  ^'^^  ^  ^^^  ~"  ^'  -^  ^^''  -  ^^^^-  ^ 

0 

schreibt,  die  nachstehende: 

(41")  ^  =  {AX  +  B).E; 

mit  dieser  sog.  Lame'schen  Gleichung  haben  sich  zuerst  Lame 
und  Heine  beschäftigt,  jedoch  nur  für  specielle  Fälle,  Während 
F.  Klein*)  ihre  Integrale  bei  beliebig  veränderlichem  Ä^  B 
untersucht  hat.  —  Nach  dem  Vorhergehenden  sind  =.  und  H 
irgend  zwei  Particularlösungen  jE'i(^^)  und  E^{v'^)  derselben 
Lame'schen  Gleichung  (41'') ^  und  u  ist  ein  sog.  Lamesches  Fro- 
duct  j^i(ft^)  £'2(1/^).  In  der  soeben  citirten  Abhandlung  hat 
nun  F,  Klein  bewiesen,  dass  man  die  Constanten  Ä(='k^) 
und  B  (=  —  a)  in  der  DifiPerentialgleichung  auf  eine  und 
nur  eine  Art  so  bestimmen  kann,  dass  E^{}iF)  und  E^{y^) 
an  den  Grenzen  gegebener  Intervalle  den  Grenzbedingungen 

E  =  0  oder  -^  =  0  genügen**)  und  innerhalb  jener  Inter- 
valle  überall  endlich  und  stetig  sind  und  für  m  —  1  Werthe 
von  fi^  sowie  für  n  —  1  Werthe  von  v^  verschwinden,  wo- 
bei Mf  n  irgend  zwei  ganze  positive  Zahlen  sein  können. 
Die  durch  diese  Bedingungen  charakterisirten  Producte 
{Ei(li^)E^(v^))m,n  sind    offenbar   die    Normalfunctionen   eines 


*)  F.  Klein^  über  Körper,    die  von  confocalen  Flächen    zweiten 
Grades  begrenzt  sind.     Math.  Ann.  XVIII,  412  flF.   1881. 

**)  Die  zweite  Grenzbedingung  ist  in  der  genannten  Abhand- 
lung nicht  berücksichtigt;  dagegen  hat  F.  Klein  in  seiner  Vorlesuog 
über    Lamä'sche   Functionen     stets     die     allgemeine    Grenzbedingung 

-j-  :  E  =  Const.  in  Betracht  gezogen. 
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von  zwei  Faaren  confocdler  Kegel  zweiten  Grades  ausgeschnit- 
tenen sphärischen  FlächenstücJces  und  würden  z.  B.  die  Schwin- 
gungsarten  einer  Luftschicht  von  dieser  Gestalt  darstellen.  — 
Das  hiermit  bezeichnete  „Oscillationstheorem"  Hesse  sich 
übrigens  auch  durch  dieselbe  Betrachtung  beweisen^  welche  ich 
S.  117  —  20  bei  den  von  ebenen  Kegelschnitten  begrenzten 
Bereichen  angewendet  habe;  denn  die  dortigen  Schlüsse  sind 
auf  die  Differentialgleichungen  (41')  unmittelbar  übertragbar, 
weil  in  allen  Punkten  des  Gebietes  ^^  >  v^  ist. 

F.  Klein  hat  a.  a.  0.  auch  erörtert,  welche  Modifi- 
cationen  eintreten  müssen,  wenn  sich  der  gegebene  Bereich 
über  den  durch  die  Brennpunkte  gehenden  Meridian  (oder 
auch  über  eine  der  beiden  anderen  Coordinatenebenen)  hin- 
über erstreckt  oder,  indem  er  sich  durch  einen  Verzweigungs- 
schnitt der  über  der  Kugelfläche  ausgebreitet  zu  denkenden 
unendlich  vielblättrigen  Riemann'schen  Fläche  hindurchzieht, 
sich  selbst  theilweise  überdeckt;  es  muss  dann,  ganz  ähnlich 
wie  im  Fall  der  ebenen  Kegelschnitte,  eine  Erweiterung  des 
Intervalles  von  |  oder  yj  eintreten. 

Besonderes  Interesse  hat  hier  derjenige  Grenzfall,  wo 
das  Gebiet,  dessen  Normalfunctionen  zu  bestimmen  sind, 
die  volle  Kugelfläche  ist,  weil  dann  alle  Grenzhedingungeii 
fortfallen  und  an  ihre  Stelle  die  Forderung  der  Stetigkeit 
und  Eindeutigkeit  allein  tritt.  Die  Lame'schen  Functionen 
müssen  dann  ganze  rationale  Functionen  von  ft^  und  v\  eventuell 
multiplicirt  mit  den  Quadratwurzeln  ]/ft^,  ]/ft^ — 6^,  ]/c^  —  fi^ 
und  den  analogen,  sein,  damit  sie  doppeltperiodische  Func- 
tionen von  I  bezw.  rj  werden.  Dementsprechend  muss 
h^  =  n(n -\- 1)  sein,  unter  n  eine  ganze  Zahl,  welche  den 
Grad  der  betreffenden  Lame'schen  Functionen  angiebt,  ver- 
standen, und  B  muss  einer  bestimmten  algebraischen  Glei- 
chung n*®"^  Grades  genügen.  E^^  und  E^  sind  dann  die 
Lame'schen  Functionen  in  dem  engeren  Sinne ^  in  welchem  die- 
selben von  Lame  selbst  eingeführt  wurden',  ^lij^^)  ■^2(^^)  ist 
eine  ganze  homogene  Fnnction  n^^  Grades  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z^  und  die  2n  -\-  1  zu  demselben  n  ge- 
hörigen Lame'schen  Producte  sind  nur  eine  neue  Anordmmg 

9* 
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der  Kugelflächenfunctionen  n^^  Grades^)  und  zwar  eine  ortho- 
gonale Anordnung,  da  auch  die  zu  einem  und  demselben  n 
gehörigen  Producte,  wie  schon  Lame  gezeigt  hat,  die  Orthogo- 
nalitätsbedingungen  erfüllen.  —  In  seiner  ersten  Abhandlung 
über  Lame'sche  Functionen**)  hat  F.  Klein  gezeigt,  dass 
sich  die  2n  +  1  Lame'schen  Producte  vom  Grade  n  in  ganz 
analoger  Weise  nach  der  Vertheilung  ihrer  Nulllinien  auf 
die  beiden  Schaaren  von  sphärischen  Kegelschnitten  anordnen 
lassen,  wie  die  2n  -{-  1  Kugelflächenfunctionen  nach  der  Ver- 
theilung ihrer  Nulllinien  auf  das  System  der  Breitenkreise 
und  das  der  Meridiane;  dieser  Beweis  beruht  auf  dem  Ueber- 
gange  von  dem  elliptischen  Coordinatensystem  auf  der  Kugel 
(in  welchem  ja  die  Lage  der  Brennpunkte  willkürlich  ist) 
zum  Polarcoordinatensysteme  als  einem  Grenzfalle.  Uebrigens 
ist  der  in  Rede  stehende  Satz  ja  auch  als  Specialfall  in  dem 
S.  130—31  erwähnten,  in  der  zweiten  hierher  gehörigen  Arbeit 
Kleines  aufgestellten  Oscillationstheorem  enthalten.  —  Es 
sei  noch  bemerkt,  dass  die  Bäuche  bei  den  Schwingungen  einer 
sphärischen  Luftschicht  thatsächlich  im  Laufe  der  Zeit  diese 
Veränderung  (von  sphärischen  Kegelschnitten  in  Meridiane 
und  Breitenkreise  und  umgekehrt)  durchmachen  können,  da  ja 
die  Grösse  n,  und  folglich  h^  oder  die  Schwingungszahl,  für 
die  dabei  in  Betracht  kommenden  Normalfunctionen  über- 
einstimmt. — 

Auf  die  S.  129  angegebene  partielle  Differentialgleichung 
(41)  wird  man  auch  geführt,  wenn  man  die  Fotentialgleicliung 
AF==  0  für  einen  von  confocalen  Flächen  ^iveiten  Grades  be- 
grenzten Baum  integriren  will  und  zu  diesem  Zwecke  zunächst 
V=u.E^(q^)  setzt,  unter  E^{q^)  eine  Lame'sche  Function 
der  dritten  elliptischen  Coordinate  q^  verstanden.  Man  erhält 
dann  für  u  allerdings  die  complicirtere  Differentialgleichung 

*)  Man  könnte  sie  daher  „zweiaxige  Kugel functionen"  nennen 
(Ki),  welche  Bezeichnung  dann  freilich  einen  anderen  Sinn  hat,  wie 
die  gleiche  (biaxial  harmonics)  bei  Thomson  und  Tait. 

**)  Math.  Ann.  XVIII,  237  —  46.  1881.  —  Wegen  weiterer  Ent- 
wickelungen,  die  an  dieses  Thema  anknüpfen,  vergl.  StieUjes  (Acta 
math.  VI,  1884),  Ljapounoff  {M.6m.  de  St,  Petersbourg  1884)  und  Poin- 
care  (Acta  math.  VII,  1886).  — 
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-  v')  jp  +  ((.^-ft^)  15+  (/*^-^0(^9^+5)«  =  O; 

allein  da  verlangt  wird,  dass  u  von  q^  unabhängig  sein  soll, 
so  zerfällt  dieselbe  in  0wei,  von  denen  die  eine,  durch  Null- 
setzen des  mit  q^  multiplicirten  Ausdruckes  erhaltene  gerade 
die  schon  betrachtete  Form  (41)  hat.  Es  zeigt  sich  nun,  dass 
die  zweite  partielle  Differentialgleichung,  welcher  u  genügen 
muss,  identiscb  befriedigt  wird,  wenn  man  die  erste  durch 
Lame' sehe  Prodiicte  integrirt,  deren  Factoren  Particularlösungen 
derselben  Lame'schen  Gleichuug  sind,  welcher  JE/g (p^)  genügt; 
demnach  findet  auch  das  S.  130  besprochene  Oscillations- 
theorem  hier  unverändert  Anwendung.  —  Eine  einfache  physi- 
kalische Bedeutung  in  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen 
hat  jedoch,  wenn  man  fi^,  v^  als  elliptische  Coordinaten  auf 
einer  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades  betrachtet,  die  vor- 
stehende partielle  Differentialgleichung  nicht. 

c.  BaumgehietSj  welche  von  sechs  confocalen  Flächen  zweiten 
Grades  hegrenzt  werden. 
Nach  Analogie  der  unter  a)  besprochenen,  von  confocalen 
Kegelschnitten  begrenzten  ebenen  Bereiche  werden  sich  im 
Räume  als  nächste  Verallgemeinerung  *  solche  Gebiete  der 
Behandlung  darbieten,  welche,  allgemein  zu  reden,  von  sechs 
confocalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  werden;  zu  den- 
selben gehören  alle  im  Vorhergehenden  behandelten  Bereiche 
als  Grenzfälle.  —  Man  wird  sich  bei  der  Untersuchung  sol- 
cher Gebiete  natürlich  der  allgemeinen,  durcü  die  Gleichung 

definirten  elliptischen  Coordinaten  ft'^,  v^,  q^  bedienen,  von 
denen  je  eine  auf  jeder  Begrenzungsfläche  constant  ist.  Führt 
man  noch  die  Integrale 

V 

dl 


b  0 


y(i^  -  h^){r-—  c^) 
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ein,  so  geht  die  Differentialgleichung  Am  +  ä;^w==0  über  in: 

(^    -  (>')  äp  -   (^     -  ^  )  ä^^    -    (f*     -  ^  )  äP 
+  7^2  (^2  _  ^2)  (^'^  _  ^2)  (^2  _  ^2^  ^,  _  0  . 

In  Folge  der  Identitäten 

kann  man  derselben  in  der  That  durch  Producte  Z  •  H  •  Z  genügen, 
wobei  für  E  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  2*^^  Ordnung 

(42)  g  +  fcV  +  5ft'  +  C  =  0 

gilt,  und  für  H  und  Z  je  eine  analoge,  in  der  nur  \  und  ft 
durch  ^{1  und  v  bezw.  durch  %%  und  ^  zu  ersetzen  sind.  — 

Diese  Differentialgleichung*)  ist  gleich  sämmtlichen  bis- 
her betrachteten  specielleren  Differentialgleichungen  ein  spe- 
cieller  Fall  einer  Classe  von  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  (verallgemeinerten  Xame 'sehen  Gleichungen),  für 
welche  F.  Klein  in  seiner  Vorlesung  über  Lame'sche  Func- 
tionen ganz  allgemein  das  Oscillatmistheorem  aufgestellt  hat, 
d.  h.  den  Satz,  dass  man  die  in  einer  Differentialgleichung 
enthaltenen  n  willkürlichen  Constanten  (also  in  unserem  Falle 
B,  C  und  k^)  so  bestimmen  kann,  dass  in  n  gegebenen  Inter- 
vallen particuläre  Integrale,  die  bestimmten  Grenzbedingungen 
genügen,  je  eine  vorgeschriebene  Anzahl  von  Nullstellen 
besitzen.  Diesen  wichtigen  Satz  wird  F,  Klein  in  einer  dem- 
nächst in  den  Math.  Annalen  erscheinenden  Abhandlung  aus- 
führlich entwickeln.  — 

Durch  das  Oscillationstheorem ,  verbunden  mit  dem 
Stetigkeitsprincip,  ist  die  Möglichkeit,  die  sämmtlichen  Normal- 
functionen  des  betrachteten  Raumgebietes  in  der  Form  von 
Producten   EHZ  von   Integralen  der   Gleichung  (42)    darzu- 

*)  Obige  Differentialgleichung  (42)  ist  von  derselben  Form,  wie 
die,  durch  welche  Heine  (Handbuch  der  Kugelfunct.  I.  S.  445—48)  die 
„Cylinderfunctionen  dritter  Ordnung"  definirt  hat. 
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stellen,  von  vornherein  erwiesen;  doch  würde  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Constanten  J5,  (7,  W'  wohl  noch  grosse  Schwie- 
rigkeiten bieten.  Bisher  ist  nur  der  Specialfall  des  abgeplatteten 
Eotationsellipsoides  behandelt  worden,  für  welchen  Mathieu  (im 
letzten  Capitel  seines  „Cours  de  physique  mathematique")  eine 
wenigstens  im  Falle  geringer  Excentricität  der  Meridianellipse 
brauchbare  Lösung  gegeben  hat.  Im  Falle  des  abgeplatteten 
Eotationsellipsoides  wird  &  =  0;  führt  man  zwei  Winkel  %• 
und  cp  durch  die  Relationen 

^2  ^^  Iß  gQg2  ^  _|_  ^2  sin^  #,  V  =  &  cos  9) 

in  die  Differentialgleichungen  für  E  und  H  ein,  so  kann  man 
nachher  &  =  0  setzen  und  erhält: 

sin  ^  ^  (siu  ^  ^)  —  Qi^c^^m'ft—  Bsiiv'  ^  +  C)  £  =  0, 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

H  =  a  cos  yC((p  —  cPq), 

und  da  u  innerhalb  des  ganzen  Ellipsoids  eindeutig  sein  muss, 
so  ist  für  C  das  Quadrat  irgend  einer  ganzen  Zahl  zu  setzen. 
Der  Umstand,  dass  sich  hier  die  eine  der  in  den  Differential- 
gleichungen auftretenden  Constanten  aus  der  Periodicitäts- 
bediugung  unabhängig  von  den  beiden  anderen  bestimmt, 
ermöglicht  gerade  die  Lösung  des  Problems  für  das  Rota- 
tionsellipsoid. Das  weitere  Verfahren  MathieiCs  ist  nun  im 
Princip  dasselbe,  welches  er  bei  der  Ellipse  anwandte.  Er 
geht  aus  von  der  bekannten  Lösung  für  den  Fall  c  =  0 
(wo    E    eine    abgeleitete    Kugelfiächenfunction    P^,«  (cos  -9'), 

Z  eine  Function  _ —  und  B  =m{m-\- 1)  wird),  fügt  den 

YTcQ 

Ausdrücken  für  - ,  Z,  i?,  welche  dann  gelten  würden,  Reihen 
nach  steigenden  Potenzen  von  Icc  hinzu  und  bestimmt  in 
diesen  die  Coefficienten  so,  dass  E  in  Bezug  auf  %'  periodisch 
wird  und  Z  für  q  =  0  endlich  bleibt.  Natürlich  ist  dieses  Ver- 
fahren nur  anwendbar,  so  lange  die  Excentricität  c  klein  ist,  weil 
andernfalls  die  Convergenz  jener  Potenzreihen  zweifelhaft  wäre. 
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d.  Allgemeine  'Betrachtung  über  die  bisher  besprochenen 
Specialfälle. 
Alle  bisher  besprochenen  Specialfälle  waren  solche,  bei 
welchen  die  Normalfunctionen  als  Froducte  aus  Functionen 
je  einer  Coordinate  dargestellt  werden  konnten,  also  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichung  auf  diejenige  von 
zwei  oder  drei  gewohnlichen  Differentialgleichungen  zurück- 
geführt wurde.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  wann  dies  über- 
haupt möglich  ist.  Offenbar  muss  man  zunächst,  um  durch 
Producte  der  angegebenen  Art  den  Grenzbedingungen  (i*  =  Ö 

oder  ^  ==  0)  genügen  zu  können,  solche  Coordinaten  ein- 
führen, von  denen  je  eine  längs  jeder  Begrenzungslinie  oder 
-Fläche  des  gegebenen  Bereiches  constant  ist.  (Durch  Ein- 
führung dieser  Coordinaten  wird  der  gegebene  Bereich  auf 
ein  Rechteck  bezw.  Parallelepipedon  abgebildet,  natürlich  im 
Allgemeinen  nicht  conform.)  Die  Differentialgleichung  in 
diesen  Coordinaten  Xy  y  oder  x,  y,  z  wird  dann  die  Form  (2) 
bezw.  (3)  S.  20  haben,  worin  jedoch  a^  gleich  0  vorausgesetzt 
werde.  Für  den  Fall  von  zwei  Dimensionen  lässt  sich  nun, 
wie  ich  glaube,  in  der  That  eine  allgemeine  durch  Producte 
integrirbare  Form  dieser  partiellen  Differentialgleichung  an- 
geben, während  dies  bei  drei  Variabein,  nach  dem  oben 
besprochenen  Beispiel  der  Potentialgleichung  in  elliptischen 
Coordinaten  zu  schliessen,  Schwierigkeiten  bieten  dürfte.  Die 
erwähnte  Form  für  zwei  unabhängige  Variabele  lässt  sich 
schreiben 

d.  h.  es  muss  (eventuell  nach  Abtrennung  eines  geeigneten 
gemeinsamen  Factors)  in  der  Gleichung  (3)  a^  nur  von  Xy 
«22  iiiir  von  y  abhängen  und  a  die  Summe  einer  Function 
von  X  allein  und  einer  von  y  allein  sein,  wobei  übrigens  aber 
diese  Functionen  a^i,  «gg,  %;  a^  ganz  beliebig  sein  können. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  duss  alle  bisher  vorgekommenen 
partiellen  Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen 
Variabein  sich  in  der  That  in  dieser  Form  schreiben  lassen. 
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Setzt  man  in  der  Gleichung  (43)  u  =  X(x)  -  Y(y),  so 
kann  man  dieselbe  in  zwei  ^ewölinli che  Differentialgleichungen 
zerspalten,  welche  gerade  die  von  Sturm  betrachtete  Form 
(23)  haben.  Um  aber  die  Sätze  Sturm's  anwenden  zu  können, 
muss  der  Factor  von  Jc^  wenigstens  in  einer  der  beiden 
Differentialgleichungen,  z.  B.  in  der  für  X,  für  das  ganze 
Intervall  der  unabhängigen  Variabein  positiv  sein.  Dies  kann 
man  nun  dadurch  erreichen,  dass  man,  wenn  ä^(x)  der  grösste 
negative  Werth  von  «^(a?)  ist,  eine  Constante  a,  welche 
>  —  ^i(^),  sonst  aber  beliebig  ist,  zu  aj^{x)  additiv  und  zu 
^2(2/)  subtractiv  hinzufügt.     Man  erhält  dann 

worin  a  eine  zunächst  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Auf 
diese  Gleichungen  kann  man  nun,  um  das  Oscillationstheorem 
für  die  Normalfunctionen  ZY"  zu  beweisen,  diejenige  Schluss- 
weise anwenden,  welche  ich  im  Anfang  dieses  Paragraphen 
bei  den  Differentialgleichungen  der  „Functionen  des  ellipti- 
schen Cylinders"  durchgeführt  habe;  dabei  muss  nur  die 
Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  im  ganzen  Gebiete 
^iW  +  ^2(2/)^^  i^^-  I^enn  man  sieht  leicht,  dass  für  die 
genannte  Schluss weise  nur  wesentlich  ist,  dass  die  eine  der 
beiden  Curven  Q,  0,;  von  einem  tieferen  Punkte  der  a-Axe 
(Ordinatenaxe)  ausgeht,  für  sehr  grosse  Werthe  von  F 
«rrössere  Ordinaten  hat  und  in  allen  Punkten  stärker  an- 
steigt,  als  die  andere,  welche  Bedingungen  offenbar  bei  den 
Gleichungen  (43')  unter  der  Voraussetzung,  dass  a^{x)  +  ct^iv) 
keine  negativen  Werthe  annimmt,  erfüllt  sind.  Die  letztere 
Voraussetzung  ihrerseits  ist  bei  allen  physikalischen  Pro- 
blemen, bei  denen  unsere  partielle  Differentialgleichung  auf- 
tritt, in  Folge  der  Bedeutung  des  Factors  von  h^u  erfüllt; 
mathematisch  lässt  sie  sich  so  formuliren:  der  (algebraisch) 
kleinste  Werth,  welchen  %(a;)  in  dem  gegebenen  Intervalle 
X2  <.  X  <i  x^  annimmt,  vermehrt  um  den  kleinsten  Werth  von 
«2(2/)  in  dem  für  y  vorgeschriebenen  Intervalle,   muss  noch 
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^  0  sein.  Ist  a^  +  ^g  nicht  im  ganzeu  Gebiete  positiv,  so  lässt 
sich  das  Oseillationstheorem  nur  dann  beweisen,  wenn  für 
eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (23)  mit  im  ge- 
gebenen Intervalle  das  Vorzeichen  wechselndem  a^  die  Gültig- 
keit der  Stürmischen  Sätze  5)  und  6)  S.  69,  d.  h.  die  Existenz 
einer  Reihe  von  Lösungen,  welche  den  bekannten  Grenzbedin- 
gungen genügen  und  im  Intervalle  bezw.  0,  1,  2  .  . .  m  . . .  mal 
verschwinden,  bekannt  ist;  man  muss  hier  also  die  Betrach- 
tungen des  §  6,  S.  71  —  72,  zu  Hülfe  nehmen,  und  eine  ein- 
gehendere Untersuchung  dieses  Falles  wäre  daher  wünschens-^ 
werth.  — 

In  dem  Falle,  wo  die  mehrerwähnte  Voraussetzung  erfüllt 
ist,  lässt  sich  wieder  durch  das  Continuitätsprincip  plausibel 
machen,  dass  die  durch  die  Anzahl  der  Versch windungssteilen 
von  E  und  H  charakterisirten  Normalfunctionen  (EH)w,n  auch 
die  sämmtlichen  existirenden  sind.  Denn  die  Differentialgleichung 
(43)  gilt  für  die  Schwingungen  einer  rechteckigen  Membran, 
deren  Spannungen  parallel  den  beiden  Seitenpaaren  durch 
6Jji(a;)  und  «22  (2/)  ^^^  deren  Dichtigkeit  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor  durch  a^  -\-  a^  gegeben  ist,  und  es  ist  nun 
physikalisch  plausibel,  dass  die  Anzahl  der  jedem  Seiten- 
paare parallelen  Knotenlinien  bestehen  bleibt  (natürlich  unter 
Parallelverschiebung  derselben  und  Aenderung  der  Tonhöhe), 
wenn  man  die  Spannungen  und  Dichte  durch  continuirliche 
Aenderung  constant  werden  lässt,  so  dass  man  also  bei 
diesem  Uebergang  gerade  die  sämmtlichen  Schwingungsarten 
der  homogenen  rechteckigen  Membran  und  jede  nur  einmal 
erhalten  muss. 

Wenn  irgend  ein  ebener  Bereich  gegeben  ist,  für  welchen 
die  ausgezeichneten  Lösungen  von  t^u  ■\-Wu  =  ^  gefunden 
werden  sollen,  so  wird  man,  wie  wir  schon  sagten,  immer  ver- 
suchen, solche  Coordinaten  einzuführen,  von  welchen  je  eine 
längs  der  Begrenzungscurve  bezw.  längs  der  einzelnen  Stücke 
derselben  (es  wird  immer  eine  Begrenzung  aus  Stücken  analyti- 
scher Curven  vorausgesetzt)  constant  ist;  hierdurch  wird  der  ge- 
gebene Bereich  auf  die  Fläche  eines  Bechtechs  abgebildet.  Diese 
Abbildung  kann  nun  insbesondere  eine  conforme  sein,  und  in 
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der  That  entspricht  die  Einführung  der  elliptischen  und 
parabolischen  Coordinaten,  welche  in  diesem  Paragraphen 
unter  (a)  besprochen  wurde,  stets  einer  derartigen  conformen 
Abbildung.  H.  Weber  hat  nun  a.  a.  0.  untersucht,  für  welche 
ebenen  Bereiche  es  mit  Hülfe  dieser  conformen  Abbildung, 
d.  h.  mittelst  Einführung  neuer  Coordinaten   J,  ri   durch  die 

Relation 

x-\-iy  =  f{l-{-  irf) 

gelingt,  die  partielle  Differentialgleichung 

durch  Prodticte  E  (J)  •  H  (rj)  zu  integriren.  Die  Bedingung 
hierfür  ist,  da  die  Differentialgleichung  die  Form 

1^  +  1^"  +  fcr  (I  +  iv)fai  -  iri)-»  =  0 

annimmt*),  nach  dem  Vorhergehenden  die,  dass 

ni  +  iri)f/ii-in) 
die   Summe   einer  Function  von   |   allein   und   einer   solchen 
von  Yj  allein  ist,  und  dies  erfordert  die  Relation 

wo  die  oberen  Indices  die  Ableitung  nach  dem  ganzen  Argu- 
ment von  f  bezw.  /i  bedeuten.  Wird  die  Constante  in  der 
vorstehenden  Gleichung  speciell  gleich  Niill  gesetzt,  so  wird 
/"(?  +  iri)  eine  ganze  Function  zweiten  Grades,  und  man 
kommt  auf  die  parabolischen  Coordinaten;  im  Allgemeinen 
ergiebt  sich  für  f  eine  Exponential-  bezw.  trigonometrische 
Function,  was  auf  die  elliptischen  Coordinaten  und  in  einem 
speciellen  Fall  auf  die  gewöhnlichen  Folarcoordinaten  führt. 
Die  schon  besprochenen  ebenen  Bereiche  sind  demnach  die 
einzigen,  für  welche  die  conforme  Abbildung  in  der  angege- 
benen Weise  zum  Ziele  führt. 


*)  Vergl.  I,  §  4,  S.  28,  29;   dort  stehen  F,  x' ,  y'  statt  der  hier 
gebrauchten  f,  h,,  rj. 
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§  9.    Bereiche,  welche  aliquote  Theile  von  schon 

behandelten  sind. 
Ausser  den  in  §§6 — 8  behandelten  Bereichen  giebt  es 
noch  eine  Anzahl  anderer,  für  welche  man  die  sämmtlichen 

Normalfunctionen  bei  den  Grenzbedingungen  tt  =  0,  ^  =  0 
oder  auch  hü-\-^  =  0  herstellen  kann;  es  sind  dies,  allgemein 

zu  reden,  solche  Bereiche,  welche  aliquote  Theile  schon  hehandelter 
sind,  d.  h.  aus  welchen  man  dadurch,  dass  man  sie  in  Bezug 
auf  eine  oder  mehrere  ihrer  Begrenzungslinien  spiegelt  oder 
„symmetrisch  wiederholt",  Bereiche  zusammensetzen  kann,  deren 
sämmtliche  Normalfunctionen  man  bereits  kennt.  Hierin  ist 
auch  der  Fall  enthalten,  dass  die  Spiegelung  unendlich  oft 
wiederholt  werden  muss,  und  dass  der  dadurch  erhaltene 
schon  behandelte  Bereich  die  unbegrenzte  Ebene  oder  der 
unbegrenzte  Baum  ist.  Man  kann  sogar  die  Bereiche,  um 
welche  es  sich  hier  handelt,  allerdings  in  etwas  geringerer 
Allgemeinheit,  dadurch  definiren,  dass  sie  durch  fortgesetzte 
symmetrische  Wiederholung  in  Bezug  auf  ihre  Begrenzung  die 
unendliche  Ebene,  den  unendlichen  Baum  oder  die  volle  Kugel- 
fläche lücJcenlos  einfach  zu  überdeclcen  vermögen^  vorbehaltlich 
einer  unten  zu  erörternden  Beschränhmg.  Aus  der  letzteren 
Definition  geht  hervor,  dass  nur  solche  ebenen,  räumlichen 
bezw.  sphärischen  Bereiche  in  Betracht  kommen,  welche  von 
lauter  geraden  Linien,  Ebenen  bezw.  grössten  Kreisen  begrenzt 
werden.  Die  allgemeinere  Eigenschaft,  durch  symmetrische 
Wiederholung  in  Bezug  auf  ein  Stück  der  Begrenzung  schon 
behandelte  Gebiete  zu  liefern,  kommt  ausserdem  noch  solchen 
Bereichen  zu,  welche  selbst  schon  specielle  Fälle  der  in 
§§  7  und  8  besprochenen  sind  (z.  B.  einem  Kreissector,  einem 
von  zwei  confocalen  Ellipsen,  einem  halben  Hyperbelast 
und  einem  Stück  der  grossen  oder  kleinen  Axe  begrenzten 
Flächenstücke)  und  daher  keine  besondere  Behandlung  an 
dieser  Stelle  erfordern.  Uebrigens  sind  auch  in  der  zweiten 
Definition  noch  solche  Bereiche  enthalten,  nämlich  die  Recht- 
ecke in   der  Ebene,    die   rechtwinkligen  Parallelepipeda  im 
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Räume  und  die  Dreiecke  mit  den  Winkeln  — ,    — ,    —   auf 

2  '      2  '      n 

der  Kugel.  Sieht  man  von  diesen  ab  und  zunächst  auch  von 
dem  ebenen  gleichseitigen  DreiecJcCj  so  sind  die  durch  sym- 
metrische Wiederholung  zusammensetzbaren  schon  behandelten 
Bereiche  das  Quadrat  und  der  Würfel^  also  solche  Gebiete, 
welchen  mehrfache  ausgezeichnete  Werthe  von  ¥  zukommen. 
(Dies  gilt  auch  von  den  später  zu  nennenden  Bereichen 
insofern,  als  alle  ausgezeichneten  Werthe  für  die  unend- 
liche Ebene  und  den  unendlichen  Raum  unendlich  viel- 
fache, auch  jene  für  die  volle  Kugelfläche  stets  mehrfache 
sind.)  Auf  diesem  Umstände  beruht  gerade  die  Möglichkeit, 
die  Normalfunctionen  der  neuen,  hier  zu  betrachtenden  Be- 
reiche aus  denjenigen  der  aus  ihnen  zusammengesetzten 
Bereiche  abzuleiten;  man  addirt  nämlich  die  zu  einem  und 
demselben  ¥  gehörigen  Normalfunctionen  des  ursprünglichen 
Bereiches,  nachdem  sie  mit  willkürlichen  Constanten  multipli- 
cirt  sind,  und  bestimmt  die  Verhältnisse  jener  willkürlichen 

Constanten  so,  dass  der  Grenzbedingung  ü  =  0  oder  -ö— =0 

auch  an  denjenigen  Linien  oder  Ebenen,  welche  den  ur- 
sprünglichen Bereich  in  die  neuen  zerschneiden,  genügt  wird, 
ein  Verfahren,  welches  künftig  als  „Auswahl  der  Normal- 
functionen des  Theilbereiches  unter  den  ausgezeichneten 
Lösungen  des  ursprünglichen  Bereiches"  bezeichnet  werden 
möge.  Dieses  Verfahren  ist  natürlich  nur  anwendbar,  wenn 
für  die  neu  auftretende  Begrenzungsgerade  oder  -Ebene  die  Be- 
dingung ü  =  0  oder  -ö—  =  0  gestellt  ist,  und  zwar  hat  man 
in  diesem  Falle  unter  den  ausgezeichneten  Lösungen  des 
ursprünglichen  Bereiches  die  in  Bezug  auf  jene  Gerade  oder 
Ebene  antisymmetrischen  oder  symmetrischen  auszuwählen,  je- 
nachdem  die  Bedingung  ü  =  0  oder  y-  =  0  gefordert 
ist.  Wenn  für  die  neue  Begrenzung  die  Grenzbedingung 
hü  -4-  '^-  ==  0   bestehen  soll,  so  sind  die  Normalfunctionen 

des  Theilbereiches  nicht  aus  denen  des  ursprünglichen  zu- 
sammensetzbar. 
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Aus  dem  soeben  Gesagten  ist  ersichtlich,  dass  man  aus 

den    der  Grenzbedingung  ü  =  0   oder    ^—  =  0   genügenden 

Normalfunctionen  des  ursprünglichen  Bereiches  diejenigen 
des  Theilbereiches  nicht  nur  für  die  Grenzbedingung  ü  =  0 

oder  ^  =  0  längs   der  ganzen  Begrenzung,  sondern   auch 

für  gemischte  Gremhedingungen ^  d.  h.  z.  B.  -w  =  0  längs   der 

mit    dem    ursprünglichen   Bereiche    gemeinsamen,    -ö—  =  0 

längs  der  neuen  Begrenzungstheile,  ableiten  kann.  Um  daher 
umgekehrt  aus  den  Normalfunctionen  eines  gegebenen  Bereiches 
die  sämmtlichen  Normalfunctionen  eines  grösseren,  durch 
symmetrische  Wiederholung  des  ersteren  erhaltenen  Bereiches 
ableiten  zu  können,  müsste  man  nicht  nur  die  sämmtlichen 
Normalfunctionen  des  ersteren  für  eine  der  Bedingungen 
ü  =  0  oder  -ö—  =  0  längs  der  ganzen  Begrenzung,  sondern 

auch  diejenigen  für  gemischte  Grenzbedingungen  kennen; 
andernfalls  wird  man  nur  specielle  Normalfunctionen  des  zu- 
sammen gesetzten  Bereiches  finden  können. 

Es  ist  nun  weiter  festzustellen,  welches  die  in  dem  Sat^e 
S.  140  angedeutete  Beschränkung  ist,  d.  h.  für  welche  von  den- 
jenigen Bereichen,  die  durch  symmetrische  Wiederholung  die 
unendliche  Ebene  oder  den  unendlichen  Raum  oder  die  volle 
Kugelfläche  einfach  und  lückenlos  überdecken,  überhaupt  die 
Normalfunctionen  aus  bisher  bekannten  ausgezeichneten 
Lösungen  von  Aw  +  ä:^h  =  0  abgeleitet  werden  können. 
Die  ausgemchneten  Lösungen  für  die  unendliche  Ebene  und 
den  unendlichen  Baum  können  definirt  werden  als  überall, 
auch  im  Unendlichen,  eindeutige,  endliche  und  stetige  Lösungen. 
Unter  diesen  sind  nun,  da  der  Bedingung  w  =  0  oder  ^—  =  0 

auf  einem  Systeme  sich  periodisch  wiederholender  geradliniger 
Begrenzungen  genügt  werden  soll,  die  in  Bemg  auf  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x  und  y  periodischen  zu  benutzen,  also 
trigonometrische  Functionen  linearer  Aggregate  von  x  und  y. 
Dass  man  nur  periodische  Lösungen  gebrauchen  kann,  folgt 
daraus,  dass  man  andernfalls  für  den  zu  betrachtenden  Theil- 
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bereich  unendlich  viele  verscliiedene,  zu  demselben  ¥  gehörige 
Normalfunctionen  erhalten  würde.  Solche  trigonometrischen 
Functionen  und  ihre  Differentialquotienten  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  verschwinden  nun,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  nur  längs  gewisser  Schaaren  unhegremter  gerader 
Linien  hesw.  Ebenen.  Daraus  folgt,  dass  man  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  die  sämmtlichen  Normalfunctionen  nur  für 
solche  Bereiche  finden  kann,  welche  aus  der  Ebene  bezw,  dem 
Baume  durch  Schaaren  äquidistanter  paralleler  gerader  Linien 
bezw.  Ebenen  ausgeschnitten  werden  und  ausserdem  durch 
symmetrische  Wiederholung  die  ganze  Ebene  bezw.  den  ganzen 
Raum  einfach  und  lückenlos  ausfüllen.  Die  erstere  Bedingung 
kann  man  auch  so  aussprechen :  die  Anzahl  der  ebenen  Bereiche^ 
die  in  einem  PunJcte,  und  der  räumlichen  Bereiche^  die  in  einer 
Kante  zusammentreffen,  muss  stets  gerade  sein:,  denn  wäre 
sie  ungerade,  so  würden  nur  unendlich  viele  StücJce  von  ge- 
raden Linien  und  Ebenen,  nicht  letztere  in  ihrer  ganzen 
Erstreckung  die  Grenzen  der  Bereiche  bilden.  Diese  Be- 
dingung, welche  die  auf  S.  140  in  Aussicht  gestellte  Be- 
schränkung bildet,  ergiebt  sich  auch  durch  folgende,  gewisser- 
massen  umgekehrte  Betrachtung.  Hat  man  für  einen  von 
Geraden  bezw.  Ebenen  begrenzten  Bereich,  welcher  der  all- 
gemeinen Definition  (S.  140)  entspricht,  irgend  eine  der  Grenz- 
bedingung   1)  w  ==  0    oder    2)    g—  =  0    an    seiner    ganzen 

Begrenzung  genügende  Normalfunction  u  gefunden,  so  kann 
man  dieselbe  in  bekannter  Weise  über  die  Begrenzung  hinaus 
analytisch  fortsetzen,  und  zwar  muss  dies  im  ersten  Fall 
nothwendig  antisymmetrisch,  im  zweiten  symmetrisch  geschehen, 
weil  eine  Lösung  von  l^u  -\-  ¥u  =  0  längs  einer  Linie  oder 
Fläche  nicht  zugleich  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten 
verschwinden  kann,  wie  wir  im  III.  Theile  noch  ausführ- 
licher sehen  werden.     Wenn  nun  der  Winkel  zwischen  zwei 

Begrenzungslinien  bezw.  -Flächen  des    gegebenen  Bereiches 

2« 


nicht    -,  unter  n  eine  ganze  Zahl  verstanden,  sondern  .      ,   ^ 

betrüge,  so  würde  die  analytisch  fortgesetzte  Function  u  nach 
einmaliger  Umlaufung  der  betreffenden  Ecke  bezw.  Kante  das 
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Vor  zeichen  gewechselt  haben,  also  Glicht  in  der  ganzen  Ebene 
bezw.  dem  ganzen  Räume  eindeutig  sein. 

Ausgesch  lossen  werden  durch  die  erörterte  Beschränkung 
von  ebenen  Bereichen  der  Rhombus  und  das  gleichschenUige 
DreiecJc  vom  Winlcel  120",  sowie  das  regelmässige  Sechseck,  von 
räumlichen  z.  B.  das  RhombendodeJcaeder,  mit  welchen  Be- 
reichen man  sonst  durch  symmetrische  Wiederholung  die 
Ebene  bezw.  den  Raum  einfach  und  lückenlos  ausfüllen  könnte; 
diejenigen  Normalfunctionen  dieser  Bereiche,  welche  nicht 
schon  ihren  später  zu  erwähnenden  aliquoten  Th eilen  (z.  B. 
dem  gleichseitigen  Dreieck)  angehören,  sind  also  Iceine  trigo- 
nometrischen, sondern  weit  complicirtere  Functionen,  deren 
Kenntniss  übrigens  vom  mathematischen  Standpunkte  gerade 
sehr  interessant  sein  würde. 

Die  ebenen  Bereiche,  welche  wir  gemäss  der  nunmehr 
beschränkten  Definition  hier  zu  betrachten  haben  werden, 
sind  nun  folgende:  das  gleichscherMige  rechtwinJclige  Breieclc, 
das  gleichseitige  Dreieck  und  das  rechtwinklige  Dreieck  mit 
den  Winkeln  30^  und  60^  (ausserdem  das  Rechteck  und  seine 
Grenzfälle,  die  wir  natürlich  bei  Seite  lassen). 

Im  Baume  von  drei  Dimensionen  kommen  in  Betracht*): 
zunächst  diejenigen  geraden  Prismen,  welche  zum  Querschnitt 
einen  der  soeben  genannten  ebenen  Bereiche  haben,  sodann 
zwei  Tetraeder,  die  aliquote  Theile  des  Würfels  sind;  die  eine 
Art  (das  „tetraedre  ^"  Lame's)  liefert  den  ganzen  Würfel  nach 

sechsmaliger  Spiegelung  und  hat  die  Flächenwinkel  y?  y? 
—  ,  — ,  ~j  —  und  zu  Seitenflächen  zwei  gleichschenklige 
rechtwinklige  Dreiecke  und  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  vom 
Kathetenverhältniss  1  :  }/2 ;  die  Tetraeder  der  anderen  Art 
(„tetraedre  -5^^"),    von    welchen   24    den    Würfel    ausfüllen, 

besitzen  die  Flächenwinkel  y,  -^ ,  y,  y,  y,  -j^^^^l^^^®^ 


*)  üeber  das  allgemeine  Problem  der  regelmässigen  Raumth eilung 
vergleiche  man  die  Arbeiten  von  A.  Schönflies,  Math.  Annalen  28,  29 
und  84. 
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eine,  den  einen  rechten  Winkel  halbirende  Symmetrieebene, 
durch  welche  ^ie  in  zwei  Tetraeder  der  ersten  Art  getheilt 
werden. 

Für  Bereiche,  welche  symmetrisch  wiederholt  die  ganze 
Kugelfläche  einfach  und  lücJcenlos  üherdeclcen,  ergiebt  sich, 
damit  ihre  Normalfunctionen  durch  geeignete  Auswahl  der 
ausgezeichneten  Lösungen  für  die  Kugelfläche,  d.  i.  der 
Kugelflächenfunctionen  im  gewohnlichen  Sinne  (Laplace'schen 
Functionen),  zu  erhalten  sind,  auf  Grund  geometrischer 
Untersuchungen,  die  in  der  Functionentheorie  wohl  be- 
kannt sind*),  ebenfalls  die  Bedingung,  dass  in  jeder  Eclce 
eine  gerade  Anzahl  von  Theilhereichen  zusammenstossen 
muss.  Die  letzteren  müssen  demnach  sphärische  Dreiecke 
sein,  und  zwar  solche,  die  von  Symmetrieebenen  regulärer 
Polyeder  ausgeschnitten   werden ,    oder   aber  solche   mit    zwei 

rechten  Winkeln  und  einem  Winkel  von  —     Die  letzteren, 

n 

zu  denen  insbesondere  auch  der  Kugelflächenoctant  gehört, 
brauchen,  wie  schon  oben  erwähnt,  hier  nicht  noch  einmal 
betrachtet    zu  werden.     Zur  ersteren   Art    gehören   nur    die 

sphärischen   Dreiecke    mit   folgenden  Winkeln:    y,   y,  y, 

ausgeschnitten    durch    die    Symmetrieebenen   des    Tetraeders 


n       7C       n 


2  '     3  '     4 


— ,  aus- 


und  -^  der  ganzen  Kugelfläche  bedeckend; 

geschnitten   durch   die   Symmetrieebenen    des   Octaeders  oder 

Würfels^  die  Hälfte  des  vorigen;   — ,  — ,  — ,  ausgeschnitten 

durch  die  Symmetrieebenen  des  PentagondodeMeders  oder  des 

Ikosaeders,  -r^  der  Kugelfläche. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  speciellen  Besprechung  der 
ausgezeichneten  Lösungen  für  die  im  Vorhergehenden  auf- 
gezählten Bereiche.  Dabei  brauchen  wir  aber  auf  die  ali- 
quoten Theile  des  Quadrates,  quadratischen  Prismas  und 
Würfels  nicht  näher  einzugehen,  weil  dieselben  nichts  wesent- 
lich Neues  bieten.  Es  sei  in  Betreff  dieser  Bereiche  auf  Lame's 


*)  Vergl.  H.  A.  Schivarz,  Crelle's  Journal  75,  1872. 

Pockols,  Differentialgleicbuug.  10 
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ausführliclie  Darstellung  in  der  „Theorie  de  la  chaleur"^  1861, 
(p.  111 — 149  u.  347 — 391)  hingewiesen,  wo  für  dieselben  nicht 
nur  die  Normalfunctionen  Um,n  für  die  verschiedenen  Grenzbedin- 
gungen aufgestellt,  sondern  auch  jedesmal  die  Integrale  f fiil^ndf 
bezw.  jfjUmndv  berechnet  werden,  welche  man  ja  kennen 
muss,  um  die  Coefficienten  der  Entwickelung  einer  willkür- 
lichen Function  nach  jenen  Normalfunctionen  bestimmen  zu 
können  (oder  auch  den  constanten  Factor,  welchen  man  in 
die  Normalfunctionen  aufnehmen  muss,  damit  sie  genau  der 
auf  S.  57  gegebenen  Definition  entsprechen).  —  Als  Beispiel 
mögen  hier  nur  die  Lösungen  für  das  gleichschenklige  recht- 
winUige  Dreieck  von  der  Kathete  a  angeführt  werden.  Die 
Seiten  des  Dreiecks  seien:  y  =  Oj  x  =  0j  x  -{-  y  =  a.  Dann 
erhält  man*),  wenn  auf  allen  drei  Seiten  ü  =  0  sein  soll: 

.     mnx    .     rniy    ,     ,       ^\^  i  ^  ii     •     nnx    .     rnny 
Umn=^  Sm  Sm  ^  +  (—  l)m  +  n-\-l  g^^  gj^  ^  . 

wenn  auf  allen  drei  Seiten  -ö—  =  0  sein  soll : 

cn 

mnx          nny    ,     .       ^^^  r  «          nnx          rnny 
Umn  =  COS  COS +  (—  1)»*  +  «  COS  COS  ^  ; 


wenn    auf    den    Katheten    w   =  0,    auf    der    Hypotenuse 

du 1    /du 

dn        |/2  ^^y 


du         1      du    .    du\        ^       rii-i 
--=  I  ^ T  Q- )  =  0  ffeiordert  ist : 

i/o  \dv    *    dx/  ^ 


.     mnx    .     nny    ,     .       i\™  i  „     •     nnx    .     mny 
Umn  =  sm sm  — -  +  (—  1)^"+«  sm sm : 

endlich,   wenn    umgekehrt   für   die  Hypotenuse   t*  ==  0,   für 
die  Katheten  k—  =  0  vorgeschrieben  ist: 


"m,« 


mnx          nny    ,     /      ^n^,j_^_i_i          nnx         mny 
==  COS cos  — -  +  (— l)»*+«+i  cos cos  — - 


in  allen  Fällen  ist  km^n  =  (— )  (w*^  +  *^^)-  Mehrfache  aus- 
gezeichnete Werthe  sind  hier  nur  noch  diejenigen,  für  welche 
sich  m^  +  fi?  noch  auf  mindestens  eine  andere  Weise  in  die 
Summe  zweier  Quadrate  ganzer  Zahlen  zerlegen  lässt;  denn 


*)  Lamdy  Theorie  de  la  chaleur,  p.  111 — 129. 
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I 


eine  blosse  Vertauschung  von  m  und  n  (oder  von  x  und  y) 
ändert  jetzt  die  Normalfunctionen  entweder  gar  nicht  oder  nur 

ihr  Vorzeichen.  —  Sind  die  Grenzbedinsungen  lü  4-  ^^  =  0 

für  die  Katheten,   hü  -^  ^  =  0    für    die    Hypotenuse    mit 

constantem  l  und  h  zu  befriedigen,   so  sind  die  Normalfunc- 
tionen von  der  Form*) 

Ury,  r,.  =  COS ^ "--  cos ^ 


,            riKix  —  i/o)          mniy 
-\-  COS  — ^ ^  cos ^ 


O-o) 


wobei  das  obere  Vorzeichen  eine  Reihe  in  Bezug  auf  die 
Höhe  y  =  X  symmetrischer,  das  untere  eine  Reihe  in  Bezug 
auf  dieselbe  antisymmetrischer  Normalfunctionen  liefert.  Die 
Constanten  Xq^  yQ^  m^  n  bestimmen  sich  durch  die  transcen- 
denten  Gleichungen 


tg 


la 


TT     ^  O  /» 


la 


tff  71  I — l— —^ — —j  = -. —  oder  = ^^^ , 


tg 


mXr,  — 


^2/o\ 


a    hV'i 


n  m  — 


oder  = 


a    /i]/2   ' 

wo  auf  der  rechten  Seite  der  beiden  letzten  Gleichungen  der 
erste  oder  zweite  Ausdruck  zu  setzen  ist,  je  nachdem  in  dem 
obigen  Ausdruck  für  Um,n  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gewählt  wird.    Die  ausgezeichneten  Werthe  von  ¥  sind  nach 

wie  vor  durch  (—j  {m^  +  n^)  gegeben.  — 

Gemäss  der  Bemerkung  auf  S.  141  sind  die  zuletzt  betrach- 
teten Um,n  nicht  unter  den  Normalfunctionen  des  Quadrates  bei 

der  Grenzbedingung  Zw  +  ^  =  0  enthalten,  und  analog  würde 

es  sich  bei  den  beiden  Arten  von  Tetraedern  verhalten,  wenn 
für  solche  Begrenzungsflächen,  welche  bei  der  Zusammen- 
setzung der  Tetraeder  zum  Würfel  in  das  Innere  des  letzteren 


')  Lame,  I.e.  p.  347  ff. 


10  = 
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zu    liegen   kommen,    die    Grenzbedingung    hü  -\-  ^  =  0  zu 

erfüllen  wäre.  Doch  hat  Lame  auch  für  diese  Fälle  die 
Normalfunctionen  in  der  Gestalt  von  Aggregaten  trigono- 
metrischer Functionen  (bestehend  aus  sechs  Gliedern,  deren 
jedes  drei  Cosinus -Factoren  enthält)  aufgestellt,  ohne  aber 
mitzutheilen,  auf  welchem  Wege  er  dazu  gelangt  ist.  — 

Mehr  Interesse  bietet  der  Fall  des  gleichseitigen  Breiecks 
(oder  des  Prismas  mit  gleichseitigem  Dreieck  als  Querschnitt), 
welcher  von  Lame  ausführlich  in  der  „Theorie  de  la  chaleur" 
(p.  149  — 207  und  347—371),  sowie  auch  gelegentlich  der 
Schwingungen  einer  gleichseitig  dreieckigen  Membran  in  seinen 
„Le9ons  sur  la  theorie  de  l'elasticite"  (1866)  behandelt  worden 
ist.  Da  dieses  Problem  sonst  in  der  Litteratur  wenig  Be- 
rücksichtigung gefunden  hat  (kurze  Notizen  darüber  finden 
sich  bei  Rayleigh  und  Routh)^  so  ist  vielleicht  angebracht, 
hier  näher  darauf  einzugehen. 

Lame  hat  sich  bei  der  Aufstellung  der  Normalfunctionen 
des  gleichseitigen  Dreiecks  nicht  der  rechtwinkligen,  sondern 
einer  Art  von  Dreieckscoordinaten  bedient;  er  führt  nämlich 
als  Coordinaten  eines  Punktes  dessen  Abstände  P,  P',  P" 
von  denjenigen  drei  Geraden  ein,  welche  man  parallel  zu 
den  Seiten  durch  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ein- 
beschriebenen Kreises  ziehen  kann.  Ist  der  Radius  des 
letzteren  r,  so  liegen  die  Werthe  von  P,  P',  P"  für  alle 
Punkte  innerhalb  des  Dreiecks  zwischen  +  r  und  —  2r,  und 
die  Seiten  werden  dargestellt  durch  die  Gleichungen  P  =  r, 
P'  =  r,  P"  =  r;  zwischen  P,  P'  und  P"  besteht  die  Relation 
P  -\-  P'  -{-  P"  =  0.  Liegt  der  Nullpunkt  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems  X  Y  im  Punkte  P  =  P'  =  P"  =  0 
und  bilden  die  Dreiecksseiten  mit  der  X-Axe  die  Winkel 
a,  a,  a\  so  ist 

P  =  X  cos  a  +  1/  sin  a,     P'  ==  x  cos  a'  -}-  y  sin  «', 

Pff  ff    ,         '       ff 

=  X  cos  a    -{-  y  sm  a  . 

Da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Normalfunctionen  des 
gleichseitigen   Dreiecks    trigonometrische   Functionen   linearer 
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.ggregate   von  Xy  y  sind,   so   müssen   sie   auch   solche   von 
P,  P',  P''  sein,  also  von  der  Form 

(44)  cos  {IP  +  mP'  +  nP"  +  p), 

wo  If  Mj  n,  p  Constanten  sind.  Soll  der  vorstehende  Aus- 
druck der  partiellen  Differentialgleichung  A^*  +  Ic^u  =  0 
genügen,  so  muss,  wie  man  mit  Rücksicht  auf  die  obigen 
Formeln  für  P,  P',  P''  sofort  findet, 

¥  =  ^2  _|_  ^2  _|_  ^2  _[_  2'mn  cos  («'  —  a")  +  2nl  cos  (a"  —  a) 
-\-  2lm  cos  (a  —  a) 

sein,  oder,  da  a'  —  a"  =  a"  —  a  =  a  —  «'  = —  ist, 

h^  =  l^  -\-  m^  -{-  n^  —  mn  -—In  —  ml. 

In  dem  Argumente  des  cos.  in  (44)  kann  man  die  drei  Zahlen 
l,  nif  n  beliebig  mit  einander  vertauschen  und  ausserdem  p 

willkürlich,  fz.  B.  =  0  und  —  j,  wählen,  ohne  dass  sich  der 

Werth  von  k^  ändert;  demnach  gehören  zu  einem  und  dem- 
selben ¥  zunächst  zwölf  verschiedene  trigonometrische  Aus- 
drücke von  der  Form  (44). 

Soll  nun  längs  der  drei  Seiten,  d.  h.  für  P  =  r,  P'  =  r, 
P"  =  r,  die  Bedingung  ü  ==  0  erfüllt  sein,  so  müssen,  wie 
Lame    gefunden    hat    (er   theilt   nur    die   Verification    mit), 

l,  m,  n  bezw.  gleich  ^/l,  -^l^,  i^v  sein,  wobei  A,  ^,  v 
irgend  drei  der  Bedingung 

genügende  game  Zahlen  sind;  ferner  können  die  zwölf  Aus- 
drücke von  der  Form  (44)  nur  in  zwei  verschiedenen  Ver- 
bindungen zu  je  6  auftreten.  Diese  zwei  Ausdrücke  können, 
wie  ja  immer  die  Normalfunctionen  im  Falle  eines  zweifachen 
ausgezeichneten  Werthes,  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise 
ausgewählt  werden;  Lame  bestimmt  sie  so,  dass  sie  bequem 
zur  Herstellung  der  ausgezeichneten  Lösungen  für  das  halbe 
gleichseitige   Dreieck    (also    das    rechtwinklige   Dreieck   mit 
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einem  Winkel  von  30^)  zu  benutzen  sind,  - —  was  mit  der 
Bevorzugung  einer  Coordinate,  z.  B.  P,  vor  den  beiden  andern 
verknüpft  ist.     Setzt  man 


I  ((iP+vP'  +  XP"  +  3f*r)  =  A„ 


(45) 


2ji 


'^(vP+XP'  +  iiP"  +  Svr)  =  A, 


27t 


~(vP+  ^F'  +  XP"  +  3vr)  =  A;  , 


27C 


-  (iiP  +  XP'  +  vF'  +  3ftr)  =  a;, 


27t 

9r 


{lP+vP'  +  iiP"  +  iXr)  =  A,', 


und: 


sin  Äi  =  Si,  sin  Ä/  =  s/,  cos  Äi  =  Ci,  cos  Ä/  =  c/  (i  =  1,  2,  3) , 
so  sind 

(45')  «,  =  «,+  V  +  s,  +  s,'  +  s,  +  s; 

jene  beiden  von  Lame  ausgewählten  ausgezeichneten  Lösungen. 
In  Bezug  auf  die  zur  Seite  P  =  r  senkrechte  Höhenlinie 
(auf  welcher  P'  =  P"  ist)  ist  offenbar  u^  antisymmetrisch, 
1^2  symmetrisch,  woraus  folgt,  dass  das  über  die  ganze  Fläche 

des  Dreiecks  erstreckte  Integral  /   i  u^u^dxdy  verschwindet. 

Demnach  sind  u^  und  u^  zu  einander  orthogonal  und  bis  auf 

geeignete  constante  Factoren   (die  beide  = sind  |  Nor- 

\  qr'Vs         J 

malfunctionen  des  gleichseitigen  Dreiecks  bei  der  Grenzbedingung 

ü  =  Oj  aus  welchen  sich  alle  anderen  zu  demselben  Werthe 

/^'  =  I  (l'  +  m'  +  n')-^  {l  +  m+nf 

=  Ä  irrJ  ^''  +  ^'  +  -') 

gehörenden  ausgezeichneten  Lösungen  linear  zusammensetzen 


r 
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lassen,  z.  B.  diejenigen,  welche  in  Bezug  auf  eine  der  beiden 
anderen  Höhenlinien  symmetrisch  oder  antisymmetrisch  sind 
und  somit  aus  %,  Wg  durch  cy kusche  Vertauschung  von 
P,  P',  P"  erhalten  werden. 

Bei  der  Grenzbedingunff  ^—  ==  0  sind 

f^2    ==  ^1   +  ^/  +  ^2  +  (^2     +  %  +  <^3 

die  beiden  zum  Werthe  ^^  =  ^  {--)  (^^  +  f*^  +  ^^)  gehöri- 
gen Normalfunctionen,  von  denen  die  eine  (U2)  symmetrisch, 
die  andere  (u^')  antisymmetrisch  in  Bezug  auf  die  Höhen- 
linie P'  =  P"  ist. 

In  Folge  der  genannten  Symmetrieeigenschaften  sind 
Wj,  u^f  Uly  1^2  auch  Normalfunctionen  des  rechtwinJcligen  Drei- 
ecks mit  einem  Winkel  von  30^,  welches  die  Hälfte  des  durch 
die  Höhe  P'  ==  T"  getheilten  gleichseitigen  Dreiecks  bildet, 
und  zwar  gelten  sie,  wenn  man  die  Hypotenuse  mit  c,  die 
kürzere  Kathete  mit  a,  die  längere  mit  &  bezeichnet,  bei 
folgenden  Grenzbedingungen : 

u^   für  ü  =  0  auf  a,  h  und  c, 

u^    für  ü  =  0  auf  a  und  c,  0—  =  0  auf  6, 

w/  für  «^  ==  0  auf  &,  3—  =  0  auf  a  und  c. 

uj  für  ^-  =  0  auf  ö5,  b  und  c. 

Die  ausgezeichneten  Werthe  ¥  sind  in  allen  diesen  Fällen 
dieselben,  wie  beim  gleichseitigen  Dreieck,  jedoch  sind  sie  im 
Allgemeinen  nur  einfache. 

Lame'  hat  auch  für  die  Grenzbedingung  hü  -\-  ^=  0 

(mit  gleichem  und  constantem  h  an  allen  drei  Seiten)  die- 
jenigen Normalfunctionen  des  gleichseitigen  Dreiecks,  welche 
in  Bezug  auf  alle  drei  Höhenlinien  symmetrisch  sind,  in 
der  Gestalt  von  Aggregaten  trigonometrischer  Functionen 
aufgestellt   (1.  c.  p.  356  —  63);   doch  kann  hier  auf  die   be- 
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treffenden  sehr  umständlichen  Entwickelungen  nicht  ein- 
gegangen werden.  Dagegen  mögen  noch  einige  Bemerkungen 
über  die  ausgezeichneten  Werthe  von  Jc^  und  die  Knoten- 
linien für  das  gleichseitige  Dreiech  hei  der  Grenzhedingimg 
ü  ==0  Platz  finden. 

Oben  wurde  erwähnt,  dass  ^^  =  07  (~/  ^^^  "^~  ^^  "1"  ^^) 
ist,  wo  A,  ft,  V  drei  ganze  Zahlen  bedeuten,  deren  Summe 
gleich  Null  ist;  diese  drei  Zahlen  unterliegen  noch  der  weiteren 
Beschränkung,  dass  Jceine  von  ihnen  =  0  sein  darf,  weil  in 
diesem  Falle  u^  ui^d  Wg  sich  beide  auf  0  reduciren  würden. 
Indem  man  der  Bedingung  X  -\-  ^  -\-  v  =  0  entsprechend 
A^  =  (fi  +  vY  einsetzt,  erhält  man  die  bequemere  Formel 

(46)  k'^^^{^\t.'  +  i.v  +  v^-), 

worin  nun  /it,  v  irgend  zwei  von  einander  unahhängige,  positive 
oder  negative  game  Zahlen  sind,  welche  nur  aus  dem  soeben 
angeführten  Grunde  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  iveder 
eine  von  ihnen  für  sich,  noch  ihre  Summe  =  0  ist.  Man  kann 
endlich  auch  schreiben 

(46')  ],^  =  l^{^)\i,'^  +  äv'^), 

indem  man  ^  -\-  v  =  v\  fi.  —  v  =  ^i'  setzt;  den  ganzen 
Zahlen  ft',  v'  muss  man  dann  jedoch  eine  grossere  Anzahl 
von  Beschränkungen  auferlegen,  nämlich  folgende:  sie  dürfen 
dem  absoluten  Werthe  nach  nicht  gleich  sein,  sie  müssen 
beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein,  v'  darf  nicht  =  0 
sein.  —  Man  sieht  aus  (46),  weil  man  darin  ft  mit  v  ver- 
tauschen kann,  ohne  dass  sich  die  rechte  Seite  ändert,  dass 
die  ausgemchneten  Werthe  h^  für  das  gleichseitige  Dreieck  min- 
destens zweifach  sind,  sofern  nicht  ^  ==  v  ist. 

Was  zunächst  den  letztgenannten  speciellen  Fall  (ft  =  v) 
betrifft,  so  wird  in  demselben 

WO  /ii,!  der  hleinste  aller  überhaupt  vorkommenden  ausgezeich- 


Von  den  ausgezeichneten  Lösungen.'  §  9.  153 

neten  Werthe  ist.  Diesen  Werthen  ^^t,^^  entspreclien  dem- 
nach bei  der  gleichförmig  gespannten  homogenen  Membran 
von  der  Gestalt  eines  gleichseitigen  Dreiecks  (von  der  Höhe  3r) 
die  harmonischen  OhertÖne  des  Grundtones-^  letzterer  stimmt 
über  ein  mit  dem  Grundtone  eines  Quadrates,  dessen  Diagonale 
gleich  der  Höhe  3r  des  gleichseitigen  Breieclcs  ist,  woraus  her- 
vorgeht, dass  sich  der  Flächeninhalt  des  gleichseitigen  Drei- 
ecks zu  jenem  des  Quadrates  von  gleichem  Grundton  wie 
2 :  ]/3  verhält.  —  Die  Knotenlinien  sind  im  vorliegenden 
Falle  ^  =  V  Parallele  m  den  Seiten  des  BreiecTis,  welche  das 
letztere  in  ^^  congruente  gleichseitige  Dreiecke  theilen. 

Im  allgemeinen  Falle,  wo  ^  ^  v  ist,  führt  die  Frage  nach 
der  Multiplicität  von  Ä;^  auf  das  zahlentheoretische  Problem, 
sämmtliche  Darstellungen  einer  gegebenen  ganzen  Zahl  m  durch 

die  quadratische  Form  ^^  -\-  ^v  -\-  v^  oder  —  {ji'^  -|-  3i/'^)  zu 

finden^).  —  Man  würde  zu  diesem  Zwecke  die  Zahl  m  in  ihre 
complexen  Primfactoren  von  der  Form  a  -\-  ßQ  und  c^  -{-  ßo^, 
wo  Q  eine  dritte  Einheitswurzel  bedeutet,  zu  zerlegen  und  dann 
ähnlich  zu  verfahren  haben,  wie  bei  der  Darstellung  durch  die 
Summe  zweier  einfacher  Quadrate,  wobei  die  complexen 
Primfactoren  cc  -{-  ßi  und  a  —  ßi  zu  ermitteln  waren  (vergl. 
S.80,81).  —  Die  ausgezeichneten  Werthe  h^  ordnen  sich  in  ebenso 

viele  Reihen,  deren  Glieder  aus  dem  Anfangsglied  \-^\  ^ 

durch  Multiplication  mit  2^,  3^,  4^  •  •  •  hervorgehen,  und  von 
denen  jede  einer  Reihe  harmonischer  Töne  entspricht,  als  es 
ganze  Zahlen  m  giebt,  welche  sich  in  der  Form 

darstellen  lassen  und  nicht  durch  eine  Quadratzahl  th eil  bar 
sind.    Dazu  kommt  noch  eine  Reihe,  für  welche  ^^-\-^v  -\-v^ 

selbst  eine  Quadratmhl  ist,  und  deren  Anfangsglied  —  (^) 


*)  Näheres  über  dieses  zahlentheoretische  Problem  findet  man 
z.  B.  in  Bachmann's  „Lehre  von  der  Kreistheilung"  (Leipzig  1874), 
S.  138—144  und  185—199. 
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Jcein  zulässiger  ausgezeichneter  Werth  ist,  weil  dasselbe  für 
ft  =  0,  V  =  +  1  erhalten  wird.  Die  Töne  dieser  Reihe 
sind  identisch  mit  den  harmonischen  Obertönen  des  tiefsten 

3 

Tones  eines  Quadrates,  dessen  Diagonale  das  y  fache     von 

der  Seite  a  des  Dreiecks  ist;  hierher  gehört  z.  B.  die  Zahl 
m  =  6^  -\-  5  •  3  ~{-  3^  =  V.  Andere  bemerkenswerthe  Fälle 
sind  derjenige,  wo  m  =  ^i^  -\-  fiv  -j-  v^  die  Summe  zweier 
Quadratmhlen  ist,  und  wo  die  entsprechenden  Töne  überein- 
stimmen mit  den  harmonischen  Obertönen  des  Grundtones  des 

Quadrates  von  der  Seite  —  a,  ferner  der,  wo  —  die  Summe  zweier 

Quadratzahlen  ist,  und  wo  dann  die  Töne  zugleich  dem  Qua- 

drate  von  der  Seite  -^  r  (welches  Lame  nicht  ganz  zutreffend 

das  dem  gleichseitigen  Dreiecke  eingeschriebene  nennt)  als 
Grundton  und  dessen  harmonische  Obertöne  zukommen; 
letzterer  Fall  liegt  z.  B.  vor  für  ^  =  5,  v  =^2,  sowie  für 
ft-  =  10,  V  =  1.  Endlich  ist  noch  der  (die  vorgenannten 
nicht  ausschliessende)  Fall  zu  erwähnen,  dass  ft^i^(^A)  mod.  3 
ist,  welche  Congruenz  zur  Folge  hat,  dass  die  Functionen  % 
und  Wg  sich  bei  cyklischer  Vertauschung  von  P,  P',  P"  nicht 
ändern,  also  das  System  der  zu  jeder  von  ihnen  gehörigen 
Knotenlinien  in  Bezug  auf  alle  drei  Höhenlinien  symme- 
trisch ist. 

Die  Figuren  14  bis  17  stellen  die  Knotenlinien  für  einige 
einfache  Fälle  dar;  die  entsprechenden  Werthe  von  ft,  v,  A, 
die  Normalfunctiou,  welcher  die  Knotenlinien  zukommen,  und 
die  Schwingungszahlen  der  Töne  bezogen  auf  diejenige  (Nq) 
des  Grundtones  sind  bei  jeder  Figur  angegeben.  Für  den  Fall 
fi  =  l,  v  =  2  habe  ich  die  Entfernung  der  Schnittpunkte  der  zu 
U2  gehörigen  Knotenlinie  mit  den  Seiten  von  der  Spitze  des 

Dreiecks  zu     '       •  2  r  berechnet,  wonach  diese  Schnittpunkte 

nahe  zusammenfallen  mit  denjenigen  des  um  die  Spitze  be- 
schriebenen, durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  gehenden 
Kreises,  der  sich  daher  mit  der  Knotenlinie  überhaupt  fast 
decken  wird.    Für  diesen,  dem  zweittiefsten  Tone  entsprechen- 
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den  Fall  habe  ich   auch  in  Figur  14  a  bis  d  den  üebergang 
von  der  Höhenlinie  w^  =  0  zur  Curve  Wg  =  0  angedeutet. 


^  =  1^    V  =  2,    ^  =  —  3. 


Fig.  15.  Fig.  16. 


Fig.  17. 


,=  V  =  2,l  =  —4:.       (l=l^V  =  4r,X  =  —  5. 


fi,=  2,V  =  4:,X=  —  { 


Wie  schon  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  erörtert  wurde, 
kann  man  aus  den  bekannten  Normalfunctionen  eines  gerad- 
linig begrenzten  Bereiches  sogleich  durch  analytische  Fort- 
setzung einen  Theil  der  Normalfunctionen  solcher  Bereiche 
ableiten,  welche  aus  dem  gegebenen  durch  symmetrische 
Wiederholung  erhalten  werden.  So  liefern  z.  B.  u^  und  ^2? 
über  die  Seiten  des  gleichseitigen  Dreiecks  hinaus  antisym- 
metrisch fortgesetzt,  Normalfunctionen  des  Bhombus  vom 
Winlcel  120^  und  des  regelmässigen  Sechsecks  bei  der  Grenz- 
bedingung ü  =  Oj  und  Wj  ergiebt  auch  solche  des  gleich- 
schenldigen  DreiecJcs  vom  Winlcel  120^  bei  derselben  Grenz- 
bedingung; specielle  Knotenliniensysteme  dieser  Bereiche  sind 
demnach  auch  in  den  vorstehenden  Figuren  enthalten  bezw. 
durch  symmetrische  Wiederholung  derselben  zu  construiren. 
Nebenstehend  sind  verschiedene  Knotenlinien  des  Rhom- 
bus  von    120*^,    welche  alle    in    den   beiden  letzten   Figuren 
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Fig.  18. 


für  das  gleichseitige  Dreieck  enthalten  sind  und  zu  einem 
und  demselben  Werthe  ¥  gehören,  noch  einmal  beson- 
ders   dargestellt.     Es  ist  interessant,  die  Figuren  18  a  und 

18  b  mit  den  Fig.  2  g  und  3  g  für 
das  Quadrat  zu  vergleichen.  Denn 
es  ist  unzweifelhaft,  dass  bei  einem 
stetigen  Uebergange  des  Quadrats 
in  den  betrachteten  Rhombus  die 
Knotenlinien  in  Fig.  2  g  und  18  a 
einerseits,  diejenigen  in  Fig.  3  g  und 
18  b  andererseits  stetig  in  einander 
übergehen,  und  da  beim  Quadrat 
die  beiden  Knotenliniensysteme  zu 
verschiedenen  Tönen  gehören,  so  liegt 
hier  der  besondere  Fall  vor,  dass  bei 
stetiger  Aenderung  der  Begrenzung 
zwei  tirsprünglich  verschiedene  aus- 
gezeichnete Werthe  h^  einander  gleich 
werden.  Die  Normalfunction  des 
Rhombus  von  120^,  bei  welcher  die 
längere  Dia^nale  allein  Knoten- 
linie ist  (bei  der  Grenzbedingung 
it  =  0),  ist  unter  den  Functionen 
^1)  ^2?  ^/>  '^h  nicht  enthalten;  jeden- 
falls wird  sie  aber  zu  einem  von  lh,i , 
dem  kleinsten  ausgezeichneten  Werthe  für  das  gleichseitige 
Dreieck,  welchem  beim  Rhombus  die  kurze  Diagonale  als 
Knotenlinie  entspricht,  verschiedenen  Werthe  h^  gehören,  so 
dass  heim  Uebergange  des  Quadrats  in  den  Bhombiis  umgekehrt 
die  beiden  ursprünglich  zusammenfallenden  Wurzeln  ¥,  zu  wel- 
chen die  auf  der  einen  und  auf  der  andern  Diagonale  ver- 
schwindenden Normalfunctionen  gehören^  sich  trennen.  — 

Es   wären   nun   noch    die   Normalfunctionen    der    oben 
erwähnten  sphärischen  Dreiecke j  welche  nach  ihren  Winkeln 

,  ,        ,     /n       Ti       Ti\       In       n       n\      ( n       n       ti\     , 

bezw.  durch  (y,  ^,  yj,  (-,  ^,  -^) ,  (y,  y,  -J  be- 
zeichnet  werden  mögen,  zu  besprechen;  hierüber  sind  jedoch 


r 
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noch  keine  besonderen  Untersuchungen  vorhanden,  weshalb 
wir  uns  auf  die  Angabe  derjenigen  Normalfunctionen  be- 
schränken wollen,  welche  bei  der  Grenzbedingung  w  =  0  im 
Innern  jener  Dreiecke  nirgends  verschwinden,  also  den  Grund- 
tönen von  Luftschichten  mit  offenem  Rande  von  der  Gestalt 
jener  Dreiecke  entsprechen.  Diese  Normalfunctionen  sind 
Kugelflächenfunctionen  bezw.  vom.  6*®°,  9*®^,  lö*^'^  Grade,  welche 
auf  6,  9,  15  grössten  Kreisen,  die  bezw.  in  den  Symmetrie- 
ebenen des  Tetraeders,  Octaeders  und  Ikosaeders  liegen, 
verschwinden.  Man  erhält  dieselben  (abgesehen  von  con- 
stanten  Factoren),  indem  man  in  nachstehenden  Ausdrücken 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  rr,  «/,  z  der  Bedingung 
x^  -\-  if  -\-  s^  =^  Const.  unterwirft: 

I.       (x^  —  if)  (y'  —  z')  (f  —  x") , 
IL      xyz{x^  —  y'^){y^  —  <^^)^^  —  ^^)j 

.*)   J[l[xsm-^  +  y  cos  ^ 

71  =  0 

•  \2z  COS  -V-  +  ic  COS  -— y  sm  —r-) 

\2z  Q0^~  —  X  COS  — 1-  y  sm  — — )  • 

Denn  einerseits  sieht  man  sofort,  dass  diese  Ausdrücke  bezw. 
auf  den  Symmetrieebenen  eines  Tetraeders,  Oktaeders  und 
Ikosaeders  verschwinden  und  sonst  nirgends,  andererseits 
lässt  sich  leicht  durch  folgende  Betrachtung  (K)**),  die 
wir  nur  für  das  Ikosaeder  ausführen,  zeigen,  dass  sie 
räumliche  Kugelfunctionen  sind.  Bekanntlich***)  sind  bei 
den  Ikosaederdrehungen  ausser  x^  -\-  y'^  -\-  z^  nur  je  eine 
ganze    rationale   Function  6*^"  Grades  (5),   10*"°  Grades  ((7) 


*)  Vergl.  z.  B.  E.  Goursat:  Etüde  des  surfaces  qui  admettent 
tous  les  plans  de  symetrie  d'un  polyödre  regulier.  Ann.  de  Tficole 
Normale  superieure  (3)  IV;  1887,  p.  14. 

**)  Angedeutet  schon  in  einer  Anmerkung  zu  dem  Aufsatze  über 
Lamö'sche  Functionen,  Math.  Ann.  18,  p.  239. 

***)  F.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Leipzig  1884.  p.219. 
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und  15*®"^  Grades  (2),  bis  auf  einen  Factor  übereinstimmend 
mit  III)  invariant.  Aus  diesen  Functionen  ist  nun  der 
zweite  Differentialparameter  von  D  oder  vom  Ausdrucke  (III), 
v^eil  er  vom  13*^°  Grade  ist,  nicht  zusammensetzbar;  da 
derselbe  aber  dennoch,  wie  D  selbst,  bei  den  Ikosaeder- 
drehungen  invariant  sein  muss,  so  ist  er  nothwendig  =  CL 
Folglich  ist  (III)  eine  räumliche  Kugelfun ction.  Durch  eine 
entsprechende  Schlussweise  würde  dies  nun  auch  für  die 
Functionen  (II)  und  (I)  zu  beweisen  sein.  —  Für  die  aus 
den  letzteren  durch  Einführung  der  Relation  rr^  +  ^/^+^^^l 
abgeleiteten  Kugelflächen functionen  finde  ich  durch  eine  ein- 
fache Rechnung  folgende  Ausdrücke: 

(F)  P6,2(cos^)cos29?—  —  P6, 6(008  0-)  cos  6  g)  ^ü^*(f  ?f?|)> 
(II')  P9,4(cos'9')sin49)— —  P9,8(cos'0)sin8  9)  für(|,|,|j, 

wobei  9?  von  einer  dem  gewählten  Tetraeder  nicht  zukom- 
menden Symmetrieebene  des  Octaeders  an  gerechnet  und 
Pn,m  die  bekanntermassen  durch  nachstehende  Summe  defi- 
nirte  „zugeordnete  Kugelfunction"  ist: 

P.,.(cos  ^)  =  sin-^  { (cos^)--  -  ^!^^5^(cos^)«-2 

■T  2.4.(2n-l)(2n-3)  ^^^^^^  ~        i 

Die  entsprechenden  Werthe  von  h^  sind  nach  §  7b,  wenn 
der  Radius  der  Kugel  =  1  ist,  6.  7  =  42  und  9  .  10  =  90  ; 

ist  der  Radius  =  r,  so  tritt  der  Factor  — ^  hinzu. 


Anmerkung  1.  Hiermit  sind  die  Bereiche,  welche  zu 
der  im  Anfang  des  letzten  Paragraphen  definirten  Classe 
gehören,  erschöpft,  und  damit  überhaupt  alle  Fälle,  in  wel- 
chen man  die  Normalfunctionen  bisher  aufgefunden  hat,  wenn 
man  von  einem  Versuche  MathieiCs  absieht,  die  letzteren  für 
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ebene  Bereiche  zu  bestimmen,  die  von  zwei  excentrischen 
Kreisen  oder  von  zwei  confocalen  Cassini' sehen  Curven  begrenzt 
werden*).  Mathieu  führt  auch  zur  Behandlung  dieser  Pro- 
bleme diejenigen  krummlinigen  Coordinaten  ein,  welche  die 
conforme  ÄbUldung  der  genannten  Bereiche  auf  ein  BecJitech 
vermitteln,  und  von  welchen  also  die  eine  auf  den  Begren- 
zungscurven  eonstant  ist;  dann  lässt  sich  aber  die  transfor- 
mirte  partielle  Differentialgleichung  Aw  +  Z;^w  =  0  nicht 
durch  Producte  aus  Functionen  von  je  einer  Yariabeln  inte- 
griren,  wie  aus  dem  am  Schlüsse  des  §  8  Gesagten  hervor- 
geht**). Mathieu  setzt  nun  für  die  Normalfunctionen  u  Reihen 
an,  welche  nach  Potenzen  der  einen,  auf  den  Begrenzungs- 
curven  constanten  Variabein  fortschreiten,  und  entwickelt 
auch  den  Factor  von  h^u  in  eine  solche  Potenzreihe*,  für  die 
Coefficienten  in  dieser  Reihe,  welche  Functionen  der  anderen 
Variabein  allein  sind,  ergiebt  sich  dann  ein  System  gewöhn- 
licher linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  durch 
welche  diese  Functionen  alle  auf  eine  von  ihnen  zurückgeführt 
werden.  Die  Bestimmung  der  letzteren  führt  Mathieu  da- 
durch aus,  dass  er  von  der  bekannten  Lösung  für  einen 
Kreisring  ausgehend  eine  nach  Potenzen  des  Abstandes  der 
Kreismittelpunkte  fortschreitende  Reihe  hinzufügt.  Die  Con- 
stanten werden  so  bestimmt,  dass  die  erwähnten  Functionen, 
weil  es  sich  um  Ringgebiete  handelt,  periodisch  sind,  und 
dass   die   Grenzbedingung  (ü  =  0  oder  auch   die  allgemeine 


*)  Mathieu:  Memoire  sur  le  mouvement  de  la  temperature  dans 
le  Corps  renferme  entre  deux  cylindres  circulaires  excentriques  et  dans 
des  cylindres  lemniscatiques.  Liouville's  Journal  (2)  XIV.  p.  65 — 103, 1869. 

**)  Hiermit  ist  noch  nicht  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass 
die  Nulllinien- der  Normalfunctionen  solche  Curven  sind,  auf  denen 
eine  der  erwähnten  Variabein  eonstant  ist;  denn  die  Normalfunctionen 
könnten  ja  nach  Abtrennung  einer  Function  heider  Coordinaten^  welche 
im  Gebiete  nicht  verschwindet,  in  Producte  aus  zwei  von  nur  je  einer 
Coordinate  abhängigen  Factoren  übergehen.  Nach  einer  Abhandlung 
Wangerin's  (Berliner  Monatsberichte  1878,  p.  152—166)  über  die  Inte- 
gration der  Potentialgleichung  für  Rotationskörper,  deren  Meridian- 
schnitte cyJclische  Curven  sind,  scheint  das  in  der  That  der  Fall  sein  zu 
müssen,  während  Mathieu  das  Gegentheil  behauptet.  ' 
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hü  ■}-  ^  ==  0)  für  die  innere  und  äussere  geschlossene  Grenz- 

curve  erfüllt  ist. 

Diese  Untersuchungen  Mathieu^s  sind  indessen  zu  um- 
ständlich, als  dass  hier  näher  auf  sie  eingegangen  werden 
könnte;  auch  sind  sie  nicht  vollständig  durchgeführt  und 
würden  wohl  nur  in  solchen  Fällen  zu  brauchbaren  Resul- 
taten führen,  wo  die  Abweichung  der  excentrischen  Kreise 
oder  der  Cassini'schen  Ovale  von  concentrischen  Kreisen  gering 
ist.  Bemerkt  sei  noch,  dass  als  Grenzfall  der  Normalfunc- 
tionen  des  von  excentrischen  Kreisen  begrenzten  Ringes  die- 
jenigen erhalten  werden,  welche  für  eine  kreisförmige  Mem- 
bran, von  der  ein  beliebiger  innerer  Punkt  festgehalten 
wird,  die  Eigenschwingungen  liefern.  — 

Anmerkung  2.  Im  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  ist 
wohl  von  den  Eigentönen  von  musikalischen  Blasinstrumenten 
oder  Besonatoren  die  Rede.  Es  könnte  also  scheinen,  als  ob 
diejenigen  Arbeiten,  welche  sich  mit  der  Theorie  dieser  so- 
genannten Eigentöne  beschäftigen,  also  z.  B.  die  berühmte 
V.  HelmhoUz' sehe  Abhandlung  über  Luftschwingungen  in  Bohren 
mit  offenen  Enden*) ^  die  weiteren  Untersuchungen  über 
Resonatoren  von  Bayleigh**),  ebenfalls  an  dieser  Stelle,  unter 
den  „lösbaren  Fällen",  zu  besprechen  wären.  Allein  dies 
würde  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  man  an  denjenigen 
Flächen,  wo  die  betreffenden  Räume  mit  dem  äusseren  Luft- 
räume in  Verbindung  stehen,  die  Bedingung  ü  ==  0,  d.  i. 
verschwindende  Dilatation,  annehmen  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Trägheit  der  äusseren  Luft  vernachlässigen  könnte,  wie 
es  bei  der  alten  Theorie  der  offenen  Pfeifen  geschah  und 
auch  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde,  wenn  in  den  vor- 
hergehenden Betrachtungen  von  den  Schwingungen  von  Luft- 
platten mit  offenem  Rande  die  Rede  war.    In  Wirklichkeit  sind 


*)  Crelle's  Journal  57,  1  —  72,  1860;  v.  Helmholtz'  wissouschaftl. 
Abhandlungen,  1882,  1.  Bd. 

**)  Theorie  des  Schalles  Cap.  XVI;  „über  Resonanz",  Phil.  Trans- 
actions  1871. 
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aber  die  Blasinstrumente  und  Resonatoren  nicht  als  geschlossene 
Bäume  zu  hetr achten,  da  die  Luft  in  ihnen  zugleich  mit  der 
im  unendlichen  äusseren  Lufträume  schwingt;  sie  sind  daher 
fähig,  jeden  beliebigen  Ton  zu  geben,  d.  h.  die  ausgezeichneten 
Werthe  h^  bilden  für  sie  eine  stetige  Mannigfaltigkeit.  Nur 
die  Intensität  ist  bei  einer  bestimmten  Erregungsart  ver- 
schieden je  nach  der  Tonhöhe,  und  man  könnte  wohl  ge- 
radezu sagen  (K.): 

Bei  Blasinstrumenten  uud  Besonatoren  handelt  es  sich  um 
BäumCy  für  welche  jedes  W  ein  ausgezeichneter  Werth  ist,  aber 
gewisse  discrete  Werthe  von  Ic^  durch  Nebenumstände,  welche 
ausserhalb  des  Bereiches  unserer  Betrachtung  liegen,  z.  B.  durch 
relativ  grosse  Intensität  der  Besonanz  bei  bestimmter  Erregungs- 
art, besonders  hervortreten. 

In  der  That  bestimmt  auch  von  Helmholtz  bei  den  offenen 
Pfeifen  unter  gewissen  Annahmen  über  die  Schwingungsform 
(oder  Erregungsart,  z.  B.  durch  von  aussen  auf  die  Oeffnung 
fallende  ebene  Wellen)  diejenigen  Werthe  von  h^,  für  welche 
die  Amplitude  Maxima  erreicht,  und  bei  den  Resonatoren 
wird  ebenso  verfahren,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  sich  bei 
ihnen  die  bisherigen  Berechnungen  nur  auf  den  tiefsten  Ton,  für 
welchen  ein  Maximum  eintritt,  beziehen.  Uebrigens  werden 
bei  diesen  Untersuchungen  nicht  nur  stehende  Wellen,  sondern 
im  Hinblick  auf  die  in  der  Natur  vorkommenden  Verhältnisse 
fortschreitende  betrachtet,  was  eben  deshalb  möglich  ist,  weil 
für  unendlich  ausgedehnte  Räume  jeder  Werth  W  ein  viel- 
facher ausgezeichneter  Werth  ist.  —  Mit  den  oben  bezeich- 
neten Umständen  (Mitschwingen  der  äusseren  Luft)  hängt 
es  auch  zusammen,  dass  die  Gestalt  und  Grösse  der  Oeffnungen 
von  so  wesentlichem  Einflüsse  auf  die  scheinbaren  Eigentöne 
der  Blasinstrumente  und  Resonatoren  ist. 


Pockels,  Differentialgleichung.  11 
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C.   Mathematisclie  Begründung  der  allgemeinen  Theorie  der 
ausgezeiclineten  Lösungen. 

§  10.     Berechnung  des  kleinsten  ausgezeichneten  Werthes 

¥  bei   der  Grenzbedingung  ü  =  0  für  beliebige  ebene 

Bereiche  nach  H.  A.  Schwarz. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  gesehen^  dass  die  Auffindung 
der  sämmtUchen  ausgezeichneten  Lösungen  von  Au-{-k^u  =  0 
nur  für  eine  Anzahl  specieller  ebener,  räumlicher  und  sphärischer 
Bereiche  bisher  gelungen  ist.  Dagegen  hat  nun  H,  Ä.  Schwarz 
im  zweiten  Theile  seiner  Abhandlung  „über  ein  die  Flächen 
kleinsten  Flächeninhaltes  betreffendes  Problem  der  Variations- 
rechnung"*) ein  Verfahren  angegeben,  welches  gestattet,  für 
einen  beliebigen  ebenen  Bereich  bei  der  Grenzbedingung  ü  =  0  die- 
jenige ausgezeichnete  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(47)  Au  +  Ffu  =  0, 

welche  innerhalb  des  Bereiches  nirgends  verschwindet^  also  dem 
Ideinsten  ausgezeichneten  Werthe  W  entspricht j  zu  finden  ^  oder 
doch  ihre  Existenz  sicher  zu  stellen.  In  der  Differentialglei- 
chung (47)  bezeichnet  f  eine  beliebige  Function  von  x,y,  welche 
nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  im  ganzen  gegebenen 
Bereiche  positiv  zu  sein;  daher  liefert  das  Schwär z'^che  Ver- 
fahren auch  den  kleinsten  ausgezeichneten  Werth  W  und  die 
entsprechende  Lösung  der  in  krummlinige  Coordinaten  trans- 
formirten  Differentialgleichung  Au-\-li^u  =  0  (also  die  erste 
Normalfunction  gemäss  der  Anmerkung  S.  101)  für  irgend 
welche  Bereiche  auf  hrummen  Flächen.  In  der  That  handelte 
es  sich  bei  der  speciellen  Differentialgleichung: 

dx^  "I"  dy^  "^  (1  4- ä;2  +  2/')' ^  ~~     ' 
durch  welche  Schwarz  auf  die  in  Rede   stehende   allgemeine 
Untersuchung  geführt  wurde,  um  einen  Fall  der  letzteren  Art, 


*)  Festschrift  zum  Jubelgeburtstage  des  Herrn  Weierstrass,  Acta 
soc.  scient.  Fennicae,  T.  XV.  Helsingfors  1885.  Gesammelte  math.  Ab- 
handlungen, Berlin  1890,    1.  Bd.  p.  241  —  262. 
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nämlich  um  Gebiete  auf  der  Kugdfläche^  wie  die  besondere 
Form  der  Function  f  (welcbe  das  reciproke  Fläcben-Ver- 
grösserungsverhältniss  bei  der  stereo graphischen  Projection 
darstellt;  vergl.  S.  101)  sofort  erkennen  lässt.  Ein  sphäri- 
sches Flächenstück,  für  welches  vorstehende  Differential- 
gleichung eine  im  Innern  nirgends  das  Vorzeichen  wechselnde 
ausgezeichnete  Lösung  besitzt,  ist  insbesondere  die  halbe 
Kugelfläche;  denn  die  Vergleichung  mit  Gleichung  (31')  zeigt, 
dass  hier  h^  den  speciellen  Werth  2  besitzt,  welcher  den  vollstän- 
digen Kugelflächenfunctionen  erster  Ordnung  (cf.  S.  106)  zukommt, 
und  die  letzteren  verschwinden  nur  auf  einem  grössten  Kreise. 

Die  physikalischen  Probleme,  für  welche  das  Verfahren 
von  H,  Ä.  Schwarz  die  Lösung  liefert,  sind  offenbar  in  erster 
Linie:  die  Bestimmung  des  Grundtones  und  der  zugehörigen 
Schwingungsform  für  eine  beliebig  gestaltete  (ebene)  Membran 
von  beliebig,  jedoch  stetig  variabeler  (überall  endlicher  und 
positiver)  Dichte,  aber  constanter  Spannung,  und  für  eine  am 
Bande  offene  dünne  Luftschicht  von  constanter  Dicke,  welche 
die  Gestalt  eines  beliebigen  Stückes  irgend  einer  krummen 
Fläche  besitzt.  —  Ueber  die  Begrenzung  wird  nur  voraus- 
gesetzt, dass  sie  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  ana- 
lytischer Linien  besteht  und  ganz  im  Endlichen  liegt. 

Da  hier  der  Inhalt  jener  wichtigen  Abhandlung  von 
H.  A.  Schwarz  doch  nur  auszugsweise  wiedergegeben  werden 
kann,  so  ist  es  wohl  zweckmässiger,  die  Bezeichnungen  des 
Letzteren  unverändert  beizubehalten  und  dementsprechend  im 
Folgenden  p(x,  y)  statt  Wf(x,  y)  und  iv  statt  u  zu  schreiben, 
so  dass  die  zu  betrachtende  Differentialgleichung  heisst: 
t^w  -\- p{x,  y)w  =  0. 

Die  Methode  von  Schwarz  knüpft  an  die  Theorie  des 
logarithmischen  Potentials  an  und  beruht  auf  der  Möglichkeit, 
die  Differentialgleichung  Aw  -{-  fi(x,y)  =  0  für  den  gegebenen 
Bereich  in  der  XY- Ebene  zu  integriren,  und  zwar  so,  dass 
die  Randwerthe  von  w  gleich  Nidl  sind.  Diese  Lösung  w  wird 
durch  das  über  den  ganzen  Bereich  erstreckte  Doppelintegral 

(48)         w(x,y)  =  l^Jj'm,ri)G{x,r,  %,n)dUn 

11* 
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geliefert,  wenn  G  die  Green'sche  Function  des  Bereiches  be- 
zeiclinet,  d.  h.  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
Aw  =  0,  welche  an  der  Stelle  x  =  i,  y  =  V  logarithmisch 
unendlich  gross  (wie  —  log  [{x  —  ^y  +  (2/  —  vY])  wird,  sonst 
im  ganzen  Gebiete  endlich  und  stetig  ist  und  längs  der  Be- 
grenzung verschwindet.  —  Mittelst  der  Formel  (48)  kann 
man  nun  eine  unendliche  Reihe  von  Functionen  w^^  W2, 
.  . .  Wn  herstellen,  welche  den  Differentialgleichungen 

^  L.Wn  +  pWn  —  1  =  0    .  .  . 

genügen  und  am  Rande  sämmtlich  verschwinden.  Für  w^ 
wird  eine  durch  ihre  Randwerthe  bestimmte  Lösung  der 
Potentialgleichung  h.WQ  =  0  gesetzt,  und  zwar  werden  die 
Randwerthe  für  den  jetzigen  Zweck  speciell  constant  =  +  1 
gewählt,  was  bekanntlich  zur  Folge  hat,  dass  w^  selbst  im 
ganzen  Gebiete  den  constanten  Werth  +  1  besitzt.  Die 
Functionen  w^y  w-^^  ...  Wn  ...  sind  dann  alle  im  ganzen 
Gebiete  positiv j  wie  aus  der  Formel  (48)  mit  Rücksicht  auf 
die  Eigenschaften  von  G  folgt. 

Nun  bildet  Schwarz  die  über  den   ganzen  Bereich  er- 
streckten Integrale 

.         W^  =  Jfpw^dldri^^  JJpdUni     W^=^JJpw^dldri, 

Wz^ffpw^d^dtjj  ...       Wn  =  JJpWndldri  ... 

und  beweist,  dass  die  Quotienten 


TT,  W^ 


TT. 


(51)  ^1  —  TT/       ^2  —  -p^S  •  •  •       c«  ^  ^^_^  '  '  ' 

eine  unendliche  Reihe  beständig  zunehmender  (nur  von  dem 
gegebenen  Bereiche  und  der  Function  p  abhängender)  Con- 
stanten bilden,  welche  sich  einer  hestimmtmi  endlichen  oberen 
Greme  c  =  lim  c«  nähern.  Werden  die  Functionen  tüi ,  UJ2  . . . 
tO„  . . .  durch  die  Relation 

(52)  tön  =  C-'^Wn 

definirt,  so  genügt  tt)«  der  Differentialgleichung 

Atün  +  ~  Wn-l  =  0. 
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Es  wird  mm  durch  Betrachtung  des  Integrals 

und  des  Grenzwerthes  von 

2ß„  =  c-»Tr„  =  ^  ...  ^F, 
gezeigt;  dass  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

bei  beliebigem  Tz  unendlich  klein  wird,  wenn  n  unendlich 
wächst,  dass  sich  also  die  Functionen  tt)„  für  lim  n  =  oo 
einer  bestimmten  endlichen  Grenzfunction  U)  nähern.  Da 
lim  tun— 1  ==  lina  tD„  ==  tt)  ist,  so  genügt  diese  Grenzfunction 
im  ganzen  Bereiche  der  Differentialgleichung 

ausserdem  verschwindet  sie  längs  der  ganzen  Begrenzung 
und  ist  im  Innern  überall  >  0,  da  dies  von  allen  Functionen 
Wn  und  tü„  gilt. 

Demnach  ist  die  Function  tu  =  lim  (wn'C~^)  die  innerhalb 
des  Bereiches  nirgends  das  Vorseichen  wechselnde  ausgezeichnete 
Lösung  der  Differentialgleichung 

Aw  -| —  p(x,  y)w  =  0    oder    Aw  +  ^^/*^  ==  ^ 

für  den  gegebenen  Bereich,  und  Tc^  =  —  ist  der  mgehörige 
ausgezeichnete  Werth  von  W. 

Das  Schwarz^ sehe  Verfahren  lässt  sich,  wie  aus  dem 
Vorhergehenden  ersichtlich  ist,  folgendermassen  beschreiben: 
Man  bestimmt  zunächst  das  logarithmische  Potential  einer 
beliebigen,  z.  B.  gleichförmigen  Massenbelegung  des  gegebenen 
Bereiches  und  ändert  die  Dichte  dieser  Belegung  successive 
in  der  Weise  ab,  dass  schliesslich  der  Werth  des  Potentials, 
multiplicirt  mit  einer  gegebenen  Ortsfunction  p,  an  jeder 
Stelle  demjenigen  der  Dichte  gleich  wird;  durch  Hinzufügung 
eines  constanten  Factors  zu  p  kann  man  dann  erreichen,  dass 
der  Werth  des  in  jener  Weise  gewonnenen  Potentials  auf 
der  Begrenzung  verschwindet. 
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Durch  das  angedeutete  Verfahren  zur  Berechnung  des 
kleinsten  ausgezeichneten  Werthes  h^  und  der  zugehörigen 
ausgezeichneten  Lösung  ist  natürlich  auch  der  allgemeine 
Existenzbeweis  für  letztere  erbracht,  welcher  bis  dahin  fehlte 
und  auch  jetzt  für  die  höheren  ausgezeichneten  Lösungen 
noch  nicht  gelungen  ist.  Dagegen  würde  die  wirkliche  Her- 
stellung der  Lösung  nach  dem  Schwarz' ^Q\ieiß.  Verfahren  in 
den  meisten  Fällen  wohl  sehr  schwierig  und  umständlich 
sein,  da  sie  die  Bestimmung  einer  unendlichen  Reihe  von 
Functionen,  die  durch  complicirte  Doppelintegrale  gegeben 
sind,  erfordert. 

Schwarz  zeigt  auch,  dass 

der  kleinste  Werth  ist,  welchen  der  Quotient  der  Über  den 
gegebenen  Bereich  erstreckten  JDoppelintegrale 

jj  [£)'  +  ijyf]  ^""^y >    JJ  p^'<i^<^y 

annehmen  kann,  falls  u  irgend  eine  stetige,  eindeutige,  längs 
der  ganzen  Begrenzung  verschwindende  Function  von  x,  y  ist, 
für  welche  das  erste  Integral  überhaupt  eine  bestimmte 
Bedeutung  hat.    Dieser  Satz  stimmt  mit  dem  in  II,  §  4  S.  60 

Gesagten  überein;  denn  —  ist  ja  der  dort  mit  Aj  bezeichnete 

kleinste  ausgezeichnete  Werth,  falls  JB  =  0,  A  =  Ä'  =  1 
und  Ä"  =  p  gesetzt  wird. 

Der  Ausdehnung  des  Schwarz^ BQ\iQn  Verfahrens  zur  Be- 
stimmung der  ersten  Normalfunction*)  auf  räumliche  Bereiche 
scheinen  keine  Bedenken  entgegenzustehen,  weil  die  Grund- 
lagen des  Verfahrens,  vor  Allem  die  Kenntniss  der  Green' sehen 
Function,  auch  dort  vorhanden  sind;  denn  die  Bestimmung 
einer  Potentialfunction  für  einen  von  beliebigen,  analytischen 


*)  Die  Ausdrücke  „Normalfunction"  und  „ausgezeichnete  Lösung" 
decken  sich  hier  im  Wesentlichen,  weil  der  kleinste  ausgezeichnete 
Werth  h"^  stets  ein  einfacher  ist. 


r 
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Flächen  umschlossenen  räumlichen  Bereich  aus  ihren  Ober- 
flächenwerthen  und  damit  insbesondere  diejenige  der  Green- 
schen  Function  G  kann  gegenwärtig  als  erledigt  gelten  (vgl. 
den  Excurs  über  Potentialtheorie  im  IV.  Theile).  Die  Ent- 
wickelungen  und  Convergenzbeweise  von  H.  Ä.  Schwarz 
würden  für  den  Fall  von  drei  Dimensionen  unverändert 
bleiben.  — 

§11.     Abhängigkeit    der    ausgezeichneten  Werthe    Ic^   von 

den    Dimensionen    und    von    der    Gestalt    des    Bereiclies; 

Abschätzung  ihrer  Grösse. 

Wir  werden  uns  in  diesem  Paragraphen  noch  mit  einigen 
Betrachtungen  über  die  ausgezeichneten  Werthe  h^  zu  be- 
schäftigen haben,  welche  auch  in  solchen  allgemeinen  Fällen 
anwendbar  sind,  wo  man  die  ausgezeichneten  Lösungen  selbst 
nicht  kennt. 

Wenn  es  sich  um  die  Differentialgleichung 

^  + 1!|  + 1!|  +  khi  =  0 

handelt,  so  lässt  sich  aus  ihrer  Form  selbst,  welche  offenbar 
unverändert  bleibt,  wenn  man  x,  .y,  s  mit  einem  constanten 
Factor  C  multiplicirt  und  h  durch  denselben  Factor  dividirt, 
der  Satz  erschliessen: 

Für  0wei  Bereiche j  welche  geometrisch  ähnlich  sind,  ver- 
halten sich  hei  derselben  Grenzbedingung  {ü  =  0  oder  t^  ==  0) 

die  correspondirenden  ausgezeichneten  Werthe  Je  umgekehrt  wie 
die  linearen  Dimensionen. 

Beispiele  für  diesen  Satz  findet  man  unter  den  besprochenen 
lösbaren  Fällen  in  Menge;  es  sei  nur  an  den  Kreis  erinnert,  wo 
das  Product  hr  als  Argument  der  Bessel'schen  Functionen  auf- 
trat, also  die  aus  der  Grenzbedingung  folgenden  Werthe  Je  dem 
Radius  f  umgekehrt  proportional  waren.    Soll  der  Satz  für  die 

allgemeine  Grenzbedingung  hü  -{-  ^  =  0  gültig  bleiben,  so 

muss  man  h  in  demselben  Verhältniss  verkleinern,  in  welchem 
man  die  linearen  Dimensionen  vergrössert;  und  hätte  kFu  in 
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der  Differentialgleichung  noch  den  Factor  f{x,  y,  z)^  so 
müsste  auch  diese  Function  f  (also  die  Dichtevertheilung  bei 
den  Schwingungsproblemen)  in  der  Weise  geändert  werden, 
dass  sie  in  correspondirenden  Punkten  des  ursprünglichen 
und  des  ihm  ähnlichen  Bereiches  gleiche  Werthe  besässe. 
Bei  einer  Aenderung  des  Bereiches  durch  eine  heliebige  Art 
der  Abbildung  müsste  überhaupt,  damit  die  ausgezeichneten 
Werthe  h^  ungeändert  blieben,  an  Stelle  der  Differential- 
gleichung Au  -j-  h^u  =  0  eine  bestimmte  andere  von  der 
allgemeinen  Form  (2)  bezw.  (3)  mit  Uq  =  0  treten.  Näher 
hierauf  einzugehen,  hätte  aber  an  dieser  Stelle  keinen  Zweck, 
da  hier  die  Differentialgleichung  fernerhin  als  gegeben  gelten 
soll.  Uebrigens  wurde  die  erwähnte  Aenderung  der  Diffe- 
rentialgleichung für  den  Fall  der  conformen  Abbildung  be- 
reits in  I,  §  4  ausführlich  besprochen. 

Dass  der  Meinste  ausgezeichnete  Werth  \  hei  be- 
liebiger VerJcleinerung  des  Bereiches  wächst ^  folgt  aus  den 
Untersuchungen  von  Schwarz  in  No.  21  der  schon  citirten 
Abhandlung;  denn  dort  wird  (durch  Betrachtung  des  Quo- 
tienten /  /  \[y~)  +  (y~)  \dxdy  :  1  j  pu^dxdy)  bewiesen, 
dass  die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Grösse  — ,  also  \^, 

für  einen  Bereich  T\  welcher  einen  Theil  eines   anderen  T 
bildet,   grösser   ist,    als   für   T,    Ferner  wird   dort   gezeigt, 

dass  bei  stetiger  VerJcleinerung  des  Bereiches  der  Werth  von  — 
oder  von  Tc^  ebenfalls  stetig  wächst, 

Ueber  die  Aenderung  der  ausgezeichneten  Werthe  in 
Folge  einer  nicht  nothwendig  mit  einer  Verkleinerung  des 
Bereiches  verbundenen  stetigen  Abänderung  der  Begrenzung 
scheint  bisher  nur  eine  Untersuchung  von  Rayleigh  vor- 
zuliegen, welche  sich  auf  den  kleinsten  ausgezeichneten  Werth 
von  ¥  in  der  Differentialgleichung  Au  -{-  ¥u  =  0  für  den 
Kreis  bei  der  Randbedingung  ü  =  0  bezieht*).  Die  betreffen- 
den Resultate  sind  kurz  folgende. 


*)  Theorie  des  Schalles  §§  209—211. 


r 

^m  Der  Differentialgleichung  Aw  +  Fw  ==  0   genügt  ganz 

allgemein  in  der  Ebene  die  unendliche  Reihe 
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y  Jn{kr){Än  COS  ^9  +  Bn  sin  nq)) 


0 


Ist  nun  die  Begrenzung  ein  Kreis  vom  Radius  a,  so  wird  der 
Grenzbedingung  ü  =  0  bekanntlich  dadurch  genügt,  dass 
man  alle  Coefficienten  ausser  An  und  JBn  gleich  Null  setzt 
und  Iv  als  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung  JnQca)  =  0 
bestimmt.  Wenn  nun  die  Begrenzungscurve  wenig  von  jenem 
Kreise  abweicht,  also  etwa  durch  die  Gleichung 

r  =  a  -\-  dr 
dargestellt  wird,  worin  ör  eine  Function  von  9?  ist,  so  nimmt 
Eayleigh  (auf  Grund  des  S.  95—96  ausgesprochenen  Stetigkeits- 
princips)  an,  dass  die  übrigen  Coefficienten  obiger  Reihe  gegen 
An  und  Bn  sehr  Mein  sind.  Er  beschränkt  sich  zunächst  auf  die 
nahem  symmetrischen  Schwingungen,  d.  h.  diejenigen,  bei 
welchen  im  Fall  kreisförmiger  Begrenzung  alle  Knotenlinien 
concentrische  Kreise  sind,  und  findet  dafür  die  Randbedingung 
in  der  Form 

Aq  [  JqQco)  +  'körJ^iha) }  +  J^Qca) (A^  cos  9)  +  .Bj  sin  g?)  -| 

+  Jn(kci)  {An  cos  n(p  +  B„  sin  n(p)  +  •  •  •  =  0 . 
Integrirt  man  die  linke  Seite  nach  g?  von  0  bis  2%,  so  folgt 

27t 

2njQ(ka)  +  J'^iha)  j  Jcdrätp  =  0 


oder 


27t 


0 

woraus  folgt,  dass  die  den  nahezu  symmetrischen  Schwin- 
gungen entsprechenden  ausgezeichneten  Werthe  dieselben  sind, 
wie  diejenigen  eines  genau  kreisförmigen  Bereiches,  dessen 
Radius 


27t 


''  +  LJ  ^'^f 
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also  gleich  dem  mittleren  Radius  des  gegebenen  Bereiches, 
und  dessen  Flächeninhalt  demnach  gleich  dem  des  letzteren 
ist.  Rayleigh  zeigt  nun  ferner,  indem  er  in  der  Annäherung 
einen  Schritt  weiter  geht,  dass  der  kleinste  ausgezeichnete 
Werth  h^  für  einen  nahem  kreisförmigen  Bereich  grösser  ist 
als  für  den  genau  kreisförmigen  von  gleichem  Flächeninhalt. 
Dieses  Resultat  in  Verbindung  mit  der  Thatsache,  dass  von 
allen  Bereichen,  für  welche  man  den  Werth  von  \  kennt, 
bei  gleichem  Flächeninhalt  der  Kreis  das  kleinste  \  hat, 
veranlasst  Rayleigh  zu  der  Behauptung,  dass  überhaupt  unter 
allen  Bereichen  von  gleichem  Flächeninhalt  dem  Jcreisförmigen 
der  absolut  Meinste  Werth  von  \  suhomme^  oder,  wie  er  es 
ausspricht,  dass  unter  allen  Membranen  von  gleichem  Flächen- 
inhalt die  kreisförmige  den  tiefsten  Grundton  besitze. 

Die  Schwingungszahlen  des  Grundtones  einer  Anzahl 
verschieden  gestalteter  Membranen  von  gleichem  Flächen- 
inhalt, bezogen  auf  den  Grundton  der  kreisförmigen,  sind 
nachstehend  zusammengestellt: 

Kreis:  1,  Quadrat:  1,038,  Kreisquadrant:  1,067,  Kreis- 

ct/  3 

sector  von  60^:  1,082,  Rechteck  vom  Seitenverhältniss  -r  =  -^ 
1,084,  gleichseitiges  Dreieck:  1,119,  Halbkreis:  1,125,  Recht- 
eck mit  -r-  =  2  und  gleichschenkliges  rechtwinkliges  Dreieck : 
1,164,  Rechteck,  für  welches  -r-  ==  3  ist,  1,342. 

Man  sieht  aus  diesen  Zahlen,  dass  man  für  den  kleinsten 
ausgezeichneten  Werth  h^  für  einen  Bereich,  der  nicht  sehr 
stark  von  der  Kreisform  abweicht,  einen  ziemlich  guten 
Näherungs werth  erhält,  indem  man  den  Bereich  durch  die 
Kreisfläche  von  gleichem  Inhalt  ersetzt. 

Allgemein  lässt  sich  über  die  Abhängigkeit  der  aus- 
gezeichneten Werthe  h^  von  den  Dimensionen  des  Bereiches 
höchstens    soviel   sagen,    dass   dieselben   (ausgenommen  den 

ausgezeichneten  Werth  \  bei  der  Grenzbedingung  ö—  =  0 , 

welcher  ja  immer  =  0  ist,  und  die  etwaigen  negativen  Werthe 
bei  negativem  h)  sämmtlich  sehr  gross  sein  werden,  wenn  an 
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jeder  Stelle  die  Dimension  des  Bereiches  in  einer  Richtung 
sehr  klein  ist;  es  ist  dazu  nicht  erforderlich,  dass  alle  Dimen- 
sionen sehr  klein  sind.  Daher  kann  man  auch  aus  der  Än- 
zdhl  der  Theile,  in  welche  eine  Membran  durch  die  Knoten- 
linien getheilt  wird,  durchaus  nicht  auf  die  Höhe  des  Tones 
schliessen. 

Mit  der  Berechnung  oberer  Grenzen  für  die  ausgezeich- 
neten Werthe  irgend  eines  gegebenen  Bereiches  bei  der  Grenz- 
bedingung hü  -\-  -^  =0  (mit  constantem  h)  hat  sich  Foin- 

care  in  seiner  schon  mehrfach  genannten  Abhandlung:  „Sur 
les  equations  aux  derivees  partielles  de  la  physique  mathe- 
matique"*)  beschäftigt.  Die  von  ihm  angegebenen  Methoden 
beruhen  auf  der  Eigenschaft  der  ausgezeichneten  Werthe  ¥• 

als  Minima  des  Quotienten  ^^  der  Integrale 

^ =//l(fct  +  ©1  'f + ^J^^''^'  *  -Sh'^f' 

oder,  wenn  der  Bereich  ein  räumlicher  ist,  der  analogen 
Raum-  bezw.  Oberflächenintegrale,     (lieber  diese  Bedeutung 

der  Grössen  W  als  Minima  von  —  vgl.  die  Entwickelungen 
in  §  4  dieses  Theiles,  S.  60.) 

Da  K^  das  absolute  Minimum  von  —  ist,  so  erhält  man 
einen  Werth,  der  jedenfalls  nicht  Meiner  als  Jc^^  ist,  wenn  man 
den  Ausdruck  —^  für  eine  ganz  beliebig  gewählte  Function 

u  berechnet.  So  kann  man  z.  B.  darin  u  =  Const.  setzen, 
wodurch  man,  wenn  S  die  Länge  der  Peripherie  bezw.  die 
Grösse  der  Oberfläche,  J  den  Flächen-  bezw.  Rauminhalt 
des  Gebietes  bezeichnet,  findet: 

Eine  grössere  Annäherung,  d.  h.  eine  kleinere  obere 
Grenze,  erhält  man  schon,  wenn  man  für  u  eine  lineare 
Function  ccx  -\-  1  einsetzt  und  die  Constante  a  so  bestimmt, 

*)  Amer.  Journ.  of  Math.    XII.    No.  3.    1889. 
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dass  der  so  berechnete  Werth  von  ^  möglichst  klein  wird; 

diese  Rechnung  hat  Poincare  ebenfalls  durchgeführt.  Natür- 
lich könnte  man  so  mit  beliebigen  Annahmen  für  u  ver- 
fahren und  V7ürde  dem  wahren  Werthe  von  hj^^  im  Allgemeinen 
um    so   näher    kommen^    je   mehr   willkürliche    Constanten, 

durch  deren  Bestimmung  man  ~  möglichst  klein  macht,  die 

angenommene  Function  u  enthält. 

Zur  Berechnung  einer  oberen  Grenze  für  7cn^  giebt 
Poincare  folgendes  Verfahren  an,  von  welchem  das  soeben 
besprochene  ein  specieller  Fall  ist.  Man  bilde  die  Integrale 
q)  und  if)  für  eine  Function 

WO  Fl  ,.,  Fn  willkürliche  Functionen  der  Coordinaten,  a^  . . , 
an  willkürliche  Constanten  bedeuten.     Dann  ist 

9  —  A^ 
offenbar  eine  quadratische  Form  von  «^  . . .  a„ ,  deren  Deter- 
minante gleich  Null  gesetzt  eine  Gleichung  w*®°  Grades  für 
X  liefert,  welche  lauter  reelle  Wurzeln  besitzt,  weil  die  qua- 
dratischen Formen  cp  und  ^  definit  sind.  Die  Wurzeln  dieser 
Gleichung,  welche  nach  der  Grösse  geordnet  Aj ,  Ag  . . .  A„  seien, 

sind  die  Maxima  he^w.  Minima,  welche  der  Werth  von  ~- 

bei  Variation  der  a^  ...  an  annimmt;  A„  ist  also  der  absolut 

grösste  Werth,  welchen  -^  bei  gegebenen  Functionen  F^  ... 

Fn  erreichen  kann.    Derselbe  ist  sicher  nicht  kleiner,  als  das 

Maximum  von  —   im  Falle,  dass  zwischen  den  «,...«„  Be- 

dingungsgleichungen  festgesetzt  sind,  insbesondere  die  n  —  1 
linearen  Gleichungen,  welche  durch  die  Verfügung 


f  uUidt='  f  uu^dt  =  .  •  .  =    I  uun—idt  = 


0 


geliefert  werden.  In  den  letzteren  Gleichungen  bezeichnen 
Wi  .  .  .  w„_i  die  zu  den  n  —  1  kleinsten  ausgezeichneten 
Werthen  'k\...W^_^  gehörenden  ausgezeichneten  Lösungen  der 
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Differentialgleichung  Aw  +  Ä;^w==0,  u  ist  =a^Fj^-] \-  cCnF^ 

und  die  Integrale  sind  über  den  ganzen  gegebenen  ebenen 
oder  räumlichen  Bereich,  dessen  Element  dt  sei,  zu  er- 
strecken. In  Folge  jener  n  —  1  Relationen  zwischen  den 
«!...«„  ergiebt  sich  nun,  da  dieselben  ja  in  u  nur  noch 
einen  gemeinsamen  Factor  verfügbar  lassen,  ein  ganz  bestimmter 

Werth  X'n  für  —,  welcher  nachdem  Vorhergehenden  ^A„  ist. 

Andererseits    folgt   aber   aus    der  Eigenschaft  von  hj,   das 

Minimum  von  -y  bei  den  Nebenbedingungen 

/    UUidt=    I    UU2dt  =  .  .  .  =    f    UUn—idt=0 

zu  sein,  dass  A„'  ^hj  ist;  folglich  ist  um  so  mehr 

An  ^  i^n   • 

Indem  man  also  (p  und  ip  für  die  willkürliche  Function 

u  =  «ijPi  -j 1-  anFn 

berechnet  und  die  grösste  Wurzel  der  Gleichung  w*®"  Grades 
I  9?  —  A^  I  =  0  bestimmt f  findet  man  einen  Werth,  der  eine 
obere  Grenze  für  hn    ist. 

Ist  ein  Theil  der  Normalfunctionen  Ui,,.Un-i  belcannt,  so 
lässt  sich  die  Rechnung  bedeutend  vereinfachen.  Kennt  man 
insbesondere  alle  Functionen  ui . . .  Un—i,  so  kann  man  die 
oben  mit  X'n  bezeichnete  Grösse,  welche  ihrerseits  schon 
eine  obere  Grenze  für  Jcn^  ist,  wirklich  bestimmen;  man  hat 
dazu  nur  die  Verhältnisse  a^  :  cc2  :  .  .  .  :  a„  aus  den  ^  —  1  in 
«!...«„  linearen  Gleichungen 

/  uuxdt  =•..==   I  uUn—idr  ==  0 
zu  berechnen,  in  u  =  a^F^  -\-  -  •  -  -\-  UnFn  einzusetzen  und 
den  Quotienten  '^^  zu  bilden.    Dabei  kann  man  über  F^  .., 

Fn  noch  ganz  willkürlich  verfügen.  Eine  einfache  Annahme 
ist  z.  B. 

während  F„  willkürlich  gelassen  wird;  es  ergiebt  sich  dann 
zufolge  der  Integraleigenschaften  der  Normalfunctionen: 
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«1   =   —  «n     /    FnU^dt-^         CC2  =  ««     /    Fn^i^dt  ,    .  .  . 

CCn-\  =   —   CCn    j    FnUri-ldt  , 

und  die  Function,  für  welche  man  =  k'n  zu  berechnen 
hat,  ist 

U  =  Fn—U^    j  FnU^dt  —  U2    j  FnU^dx  .  .  .  —  Un  —  l    j  FnUn  —  ldt. 

(Es  ist  für  dieses  Resultat  natürlich  gleichgültig,  in  welcher 
Reihenfolge  man  n — 1  der  Functionen  jP  den  Normalfunctionen 
Wj,  . .  .  w„_i  gleichsetzt.) 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  man  im  Falle  der  Grenz- 
bedingung i*  =  0  in  dem  Ausdrucke  (p  das  Randintegral 
hjü^ds  bezw.  das  Oberflächenintegral  h  CCü^do  fortzulassen 
und  dafür  die  Function  w,  mithin  jede  einzelne  der  willkür- 
lichen Functionen  F^  .  . ,  Fn,  der  Beschränkung  zu  unter- 
werfen hat,  dass  sie  an  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches 
den  Werth  0  hat. 

In  der  Arbeit  von  Poincare  findet  sich  auch  ein  Beweis 
für  das  unhegrende  Wachsen  von  hn  i^it  unendlich  wachsen- 
dem w,  welches  man  vom  physikalischen  Standpunkte  als 
selbstverständliche  Folge  des  früher  (S.  38,  39  und  55, 56)  auf- 
gestellten Satzes  ansehen  wird,  dass  die  ausgezeichneten 
Werthe  hn^  stets  eine  unendliche  Reihe  discreter  Werthe  bilden, 
sofern  der  Bereich  ganz  im  Endlichen  liegt  und  keine  Punkte 
enthält,  in  welchen  die  in  der  partiellen  Differentialgleichung 
mit  h^u  multiplicirte  Function  unendlich  gross  wird.  Der 
Beweis  von  Poincare',  dessen  Gang  nachstehend  wieder- 
gegeben wird,  bezieht  sich  nur  auf  die  Differentialgleichung 

Au  +  ¥u  =  0  und  auf  die  Grenzbedingung  k—  ==  0;  letztere 

Annahme  über  die  Grenzbedingung  ist  aber,  wie  wir  unten 
sehen  werden,  keine  Beschränkung. 

Poincare  denkt  sich  den  gegebenen  Bereich  jT,  dessen  n 
erste  Normalfunctionen  w^,  Wg  •  •  •  ^»  seien,  in  (n  —  1)  Theil- 
bereiche  Tj  . .  .  T„_i  zerlegt;  die  Normalfunctionen  und  aus- 
gezeichneten Werthe  1c^  für  den  p^^  Theilbereich  seien: 
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Hierzu  ist  zu  bemerken,  dass  Jci  =  lCp^i  =  Oj  u^  =  Up^i==  Const. 
(nämlich  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Flächen-  bezw. 
Voluminhaltes  des  Bereiches)  ist.  —  Die  Schlussweise  Poincare^s 
beruht  nun  auf  der  Vergleichung  von  hn  mit  den  Werthen  kp^  2 . 
Wird  gesetzt 

«^  =  «1%  +    •  •  •    +  CCnUnj 

und  ^Y^  für  den  ganzen  Bereich  gebildet,  so  ergiebt  sich 
auf  Grund  der  Integraleigenschaften  von  u^  , . ,  Un' 

*(»)-      v+ „,=  +...  +  „„»      '   also  <ft„. 

Die  bisher  willkürlichen  Constanten  «!...«„  werden  nun 
den  n  —  1  Bedingungen  unterworfen ,  welche  sich  aus  der 
Festsetzung 

/    UU^^^dt  =  I   UU2,idt==  '  •  '  =    I   UUn—i,idT  ==  0, 

WO  die  Integration  bezw.  über  den  1*^",  2*^''  ...  (n  —  l)^"" 
Theilbereich    auszudehnen    ist,    ergeben.     Da   nun   Ic^  ^    das 

Minimum  von  (^7^)     l^^i  der  Nebenbedingung    /  uup^idr  =  0 

-"p 

ist,  so  ist  sicher  der  Quotient  der  über  den  jp*^^  Theilbereich 
erstreckten  Integrale  (p{u)  und  ^(w)  im  u  =  a^u^'\ 1-  UnUn 

nicht  Meiner  als  ¥^^ .   Demnach  ist  jedenfalls  der  mit   (^7^) 

identische  Quotient 

9>  Wri  H +  "pMt^  + h  9^  Wr,_i 

t{u)^^ + •  •  •  +  ^(u)^^  +  '"  +  ^  WiT;; 

grösser  als  der  kleinste  der  Werthe  ¥  ^^  welcher  mit  Jc^  ^  be- 
zeichnet werde.     Andererseits  war  gefunden 

folglich  ist  umsomehr 
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Nun  kann  man  die  Theilung  des  Bereiches  T  in  n  —  1 
Theilbereiche  jedenfalls  so  ausführen,  dass  bei  unbegrenzt 
wachsender  Anzahl  w  —  1  die  sämmtlichen  Dimensionen  eines 
jeden  Theilbereiches  unendlich  klein  werden;  dann  folgt  aber 
aus  dem  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  Gesagten,  dass  alle 
h^  2 ,  also  auch  Ic^  ^ ,  unbegrenzt  wachsen,  da  man  sich  zu 
jedem  unendlich  klein  werdenden  Theilbereich  immer  einen 
ähnlichen  von  endlichen  Dimensionen,  welchem  sicher  ein 
endliches  ]c\  zukommt,  construirt  denken  kann.  (Poineare 
giebt  für  das  Unendlichgrosswerden  der  P^  ®^^®  ^®^^  ^^" 
ständliche  Begründung.)  Da  aber  Ä„^  >  ^^  2  ^^^>  ^^  ^^^  J®*^^ 
der  Beweis  erbracht,  dass  Jcn^  mit  unbegrenzt  wachsendem 
Index  n  selbst  in^s  Unendliche  wächst. 

Dasselbe  gilt  auch  für  die   ausgezeichneten  Werthe  ¥ 

im  Falle  der  allgemeinen  Grenzbedingung  hü  -{-  w-  =  0,  da, 

wie  sogleich  gezeigt  werden  wird,  Jcn^  bei  constantem  Index  n 
und  unveränderter  Gestalt  des  Bereiches  mit  wachsendem  h 
stets  zunimmtj  und  der  vorstehende  Beweis  ja  für  den  Fall 
h==0  gilt. 

§  12.    Abhängigkeit  der  ausgezeiclineten  Werthe  Ti^  von  der 
Constaute  h  der  Grenzbedingung. 

Bisher  wurde  immer  die  Abhängigkeit  der  ausgezeich- 
neten Werthe  h^  von  der  Gestalt  und  den  Dimensionen  des 
Bereiches  betrachtet.  Es  ist  aber  auch  von  Interesse,  zu 
untersuchen,  wie  sich  die  ausgezeichneten  Werthe  h^y  Tc^  . . , 
hn^  . , .   eines    gegebenen   Bereiches    mit   der   in   der    Grenz- 

bedingung  Äi*  +  0-  =  0  auftretenden  Grösse  h  (die  wieder  als 

längs  der  Begrenzung  constant  gelten  soll)  ändern.  Mit 
dieser  Frage  hat  sich  Foincare  in  der  citirten  Arbeit  (Amer. 
Journ.  of  Math.  XII)  insoweit  beschäftigt,  dass  er  den  Sinn 
jener  Aenderung  festgestellt  hat. 

Die  der  Grenzbediugung  Aw  +  0—  =  0  genügende  Normal- 
function   u„   und   der  zugehörige  Werth  Jcn^    seien  dadurch, 
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dass  h  in  li  abgeändert  ist,  übergegangen  in  Unj  ^«'^  wobei 
als  selbstverständlißh  vorausgesetzt  wird,  dass  diese  Aende- 
rungen  stetig  stattfinden.  Wendet  man  nun  auf  die  Func- 
tionen Uny  Uni  welche  den  Differentialgleichungen 

genügen,  den  Green'schen  Satz  an,  so  erhält  man  auf  be- 
kannte Weise 

(JCn     —  Kn  ^)  j  UnUn  dt  =  —     /     (^"^  ^«    "  "^  ^V  "^  ' 

wo  das  Integral  auf  der  linken  Seite  über  den  ganzen  (ebenen 
oder  räumlichen)  Bereich,  das  auf  der  rechten  über  dessen 
ganze  Begrenzung  zu  bilden  ist.  Führt  man  die  Grenz- 
bedingung ein,  so  wird  diese  Gleichung: 

(kn^  —  hn'^)    I    UnUndt  =  Ql  —  K)    j    ÜnUn  dö , 

und  wenn  man  nun  Ji  unendlich  wenig  von  h  verschieden 
voraussetzt  und  dementsprechend  N=h-\-dh,  ebenso  Jcn^ 
=  A/  =  hn^  +  d(kj)  =  A„  +  dln  setzt: 

(53)  dXn-  I  Undt=dh-  j  ünd6. 

Aus  dieser  Beziehung  folgt,  dass  -tt-  stets  >  0  ist,  dem- 
nach In  =  kn  mit  wachsendem  h  beständig  wächst j  und  um- 
gekehrt.    Nur  wenn   t/„   der  Grenzbedingung   ün  =  0   genügt, 

d\ 

also  wenn  h  =  (x>  ist,  wird  -^7   ==  0. 
'  an 

Die  Gleichung  (53)  gilt  für  jeden  Index  ^^,  d.  h.  für 
jeden  einzelnen  ausgezeichneten  Werth;  auch  für  negatives  h 
behält  sie,  da  über  h  nichts  vorausgesetzt  worden  ist,  ihre 
Gültigkeit,  sofern  dafür  noch  ausgezeichnete  Werthe  hj 
existiren.  Falls  man  sich  auf  positive  Werthe  von  h  be- 
schränkt, ist  also  hj  am  kleinsten  für  ^  =  0.  Für  die  aus- 
gezeichneten Werthe  k^  =  X  in  dem  Falle,  wo  Un  der  allge- 
meinen Differentialgleichung  (13)  S.  57  und  der  Grenzbedin- 
gung (14)  genügt,  folgt  durch  Subtraction  der  für  w„  und 
Un-]-8un  gebildeten  Gleichungen  (15')  folgende  Relation: 

P  o  c  k  e  1  8 ,  Differentialgleichung.  12 
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dXn'  i  I  Aun^df=j  üHads, 

welche  lehrt,  dass  In  sicher  stets  zunimmt j  wenn  die  in  der 
Grenzbedingung  auftretende  Function  a  längs  der  ganzen  Be- 
grenzung positive  Variationen  da  erleidet.  Die  von  Foincare 
gefundene  Formel  (53)  ist  als  specieller  Fall  in  der  vor- 
stehenden enthalten.  — 

Schon  in  §  4  dieses  Theiles  schlössen  wir  ganz  allge- 
mein aus  der  Gleichung  (16),  dass  bei  positivem  a  oder  h 
keine  negativen  ausgezeichneten  Werthe  l  existiren  können. 
Jetzt,  wo  wir  die  A„  als  Functionen  von  h  betrachtcD,  drängt 
sich  uns  die  Frage  auf,  ob  es  auch  für  negative  Werthe  von  h 
keine  negativen  A„  geben  kann.  Ueber  diese  Frage  giebt 
die  Integralrelation  (16),  welche  für  Lösungen  Von 

auf  die  wir  uns  jetzt  beschränken  wollen,  die  Form 

annimmt,  uns  keinen  Aufschluss,  da  im  Falle  eines  nega- 
tiven h  die  rechte  Seite  möglicherweise  negativ  werden  kann. 
Es  bleibt  daher  wohl  nichts  Anderes  übrig,  als  zunächst 
Beispiele  zu  betrachten.  Diese  werden  lehren,  dass  für  nega- 
tives h  auch  ¥^  negativ  werden  kann,  wodurch  es  sehr  wahr- 
scheinlich gemacht  wird,  dass,  falls  das  h  der  Grenzhedingung 
negativ  ist,  im  Allgemeinen  negative  ausgezeichnete  Werthe  W 
existiren.  Ein  eigentlicher  Beweis  ist  ja  auch  für  die  Exi- 
stenz der  positiven  ausgezeichneten  Werthe  bei  positivem  h 
noch  nicht  erbracht,  allein  dieselbe  konnte  doch  als  physi- 
kalisch sichergestellt  gelten.  Bei  negativem  h  ist  aber  auch 
letzteres  nicht  der  Fall,  weil  es  kein  physikalisches  Problem 

zu  geben  scheint,  bei  welchem  die  Grenzbedingung  ^w  -|-  ^^  =  0 

mit  einem  negativen  Werthe  von  h  auftritt  und  zugleich  die 
Existenz  von  ausgezeichneten  Lösungen  durch  die  Erfahrung 
festgestellt  oder  evident  wäre. 
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Betrachten  wir  zimäclist  die  ausgezeichneten  Lösungen 
für  ein  lineares  Gebiet,  also  etwa  die  Integrale  der  gewöhn- 
lichen  Differentialgleichung 

welche  für  0<.x<.ci  endlich  und  stetig  sind  und  den  Grenz- 
bedingungen 

hu T-  =  0  für  ic  =  0 ,       hu  4-  -r-  =  0  iüY  X  =  a 

dx  ^  ^    dx 

genügen.     Diese  Integrale  sind  bekanntlich: 

lin  =  COS  lin  {pO  Xj^, 

wobei  'knj  Xn  sich  aus  den  Gleichungen 

tg  IZnXn  =  tg  linia  ~  X^)  =  TT 

bestimmen.     Hieraus  folgt  die  Gleichung  zwischen  k  und  h, 
auf  die  es  uns  allein  ankommt,  in  der  Form 

tg(Ä;a)  =  tg(2arctg|-); 

die  Wurzeln  kn  =  ]//l„  derselben  zerfallen  in  zwei  Gruppen, 
von  denen  die  eine  der  Gleichung 

(54)  /*  =  yxtg(|yx), 

die  andere  der  Gleichung 

(540  h  =  -yicotg{^yi) 

genügt. 

Um  sich  die  Beziehung  zwischen  h  und  den  Wurzeln  A  zu 
veranschaulichen,  kann  man  die  durch  vorstehende  Gleichungen 
gegebenen  Curven  construiren,  indem  man  h  als  Ordinate,  X  als 
Abscisse  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  aufträgt. 
Die  durch  (54)  dargestellte  Curve  Cj  besteht  aus  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Aesten,  welche  die  A-Axe  in  den  Punkten 

0,  \^—j  ,  (^— j  •••  schneiden  und  die  der  Ordinatenaxe  parallelen 

Geraden  A  =  f-j  ,  y—j  •••zu  Asymptoten  haben  (vgl.  Fig.  19); 

ähnlich  verläuft  die  durch  (54')  gegebene  Curve   (C^'  in  der 

12* 
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Figur),   nur    sind  für    sie    die  Geraden   X  =  ("H,   (-'^j-- 
Asymptoten  und  liegen  die  Schnittpunkte  mit  der  Abscissen- 

Fig.  19. 


axe  bei  X  =  l^j  ,   ( — )  •  •  • .    Jeder  einzelne  Ourvenast  steigt 

von  h  =  —  oo  bis/i  =  -(-c»  beständig  an.  Besondere  Beach- 
tung erfordern  nur  die  ersten  Aeste  der  beiden  Schaaren, 
von  denen  der  eine  die  A-Axe  im  Nullpunkte,  der  andere  im 

Punkte  X  =  l~)  trifft;  denn  diese  besitzen  nur  je  eine 
Asymptote  Ix  =  (— j     bezw.   (— j  j  und  erreichen  andererseits 

2 

die  h-Äxe   in    den  Punkten  h  =  0  bezw.   h  = Man 

Gl 

überzeugt  sich  nun,  wenn  man  der  Variabelen  X  in  den  Glei- 
chungen (54),  (54')  negative  Werthe  beilegt,  wodurch  sie  in 

(^of(|y-.)'  Sin(|l/-l) 

übergehen,  dass  sich  die  erwähnten  beiden  Curvenäste  in 
den  zwischen  der  negativen  h-Axe  und  der  negativen  A-Axe 
liegenden  Quadranten  hinein  stetig  fortsetzen  und  dass  sie  bei 


I 
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wachsendem  —  A  beide  parabelähnlich  beständig  absteigen; 
für  sehr  grosse  Werthe  von  —  A  ist  nahezu  ^  =  —  ]/ —  A , 
so  dass  sich  in  unendlicher  Entfernung  beide  Curven  in  der 
That  wie  Parabehi  verhalten,  welche  die  A-Axe  zur  Hauptaxe 
und  gleichen  Parameter  haben. 

Aus   dem   beschriebenen  Verlauf  der   Curven   folgt  nun 
ohne    Weiteres^    dass    zu    einem    negativen    Werthe   h,    der 

2 

> ist,  ausser  einer  unendlichen  Anzahl  positiver  Werthe 

A  auch  ein  negativer ^  und  im  Falle  Ä  < ist,  zwei  negative 

Werthe  A  gehören.  Für  unendlich  grosse  negative  Werthe  h 
werden  diese  beiden  negativen  ausgezeichneten  Werthe  A 
ebenfalls  unendlich  gross,  während  der  kleinste  positive  Werth 

von  A  gleich  ( yj  ,  also  gleich  demjenigen  für  /^  =  -f-  cx)  wird, 

und  überhaupt  alle  positiven  A  in  die  für  h  =  -{-  <x>  geltenden 
übergehen.  Da  nun  dem  Werthe  A  =  —  oo  keine  zulässige 
ausgezeichnete  Lösung  u  entspricht,  weil  die  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten dann  positiv  unendlich  werden,  falls  u 
überhaupt  von  0  verschieden  ist,  so  erhält  man  für 
h  ==  —  oo  genau  dieselben  ausgezeichneten  Lösungen  ^  wie  für 
/i  ==  -|-  cx),  was  auch  so  sein  muss,  weil  man  in  Wirklich- 
keit beidemal  dieselbe  Grenzbedingung  ü  =  0  hat. 

Gehen  wir  nun  zum  Falle  des  Bechtechs  über,  wo  für 
das    Seitenpaar    y  =  0,    y  =  b    ebenfalls    die    Bedingung 

/iw  +  ^  =  0  gestellt  sei,  so  sind  nach  IL  §  6  die  ausge- 
zeichneten Werthe  k  =  h^  die  Summe  der  obigen  durch  die 
Gleichungen  (54),  (54')  bestimmten,  welche  jetzt  mit  A'  bezeich- 
net werden  mögen,  und  derjenigen  (A"),  welche  sich  aus  den 
Gleichungen  (54),  (54')  ergeben,  wenn  man  darin  a  durch 
b  ersetzt.  Construirt  man  in  der  AÄ- Ebene  nun  noch  das 
durch  die  so  abgeänderten  Gleichungen  dargestellte,  ganz 
ähnlich  wie  das  oben  betrachtete  verlaufende  Curvensystem 
((^2,  C^  in  Fig.  19),  so  ist  aus  Vorstehendem  ersichtlich,  dass 
man  die  einem  gegebenen  h  entsprechenden  ausgezeichneten 
Werthe  A  dadurch  erhält,  dass  man  durch  eine  Parallele  zur 
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X'Axe  in  einem  Abstände,  der  jenem  h  gleicli  ist,  irgend 
einen  Curvenast  (C^)  der  ersten  Schaar  und  irgend  einen 
(z.  B.  C2)  der  zweiten  schneidet;  die  Summen  der  Abscissen 
der  erhaltenen  Schnittpunkte  Ä^  JB  sind  dann  die  gesuchten 

Werthe  von  A.    In  Fig.  19,  wo  speciell  &  =  —  a  angenommen 

ist,  stellen  demnach  die  Strecken  B'Ä  =  ÄD  —  DB  und 
I)E'=  DE  +  DB  zwei  zu  h -=  —  OD  gehörige  Werthe  A 
dar.  —  Aus  dieser  Construction  folgt,  dass  es  für  einen  end- 
lichen negativen  Werth  h  eine  unendliche  Anzahl  positiver 
und  eine  endliche  Anmhl  negativer  ausgezeichneter  Werthe 
A  =  P  giebt.  Die  Anzahl  der  letzteren  ist  um  so  grösser, 
je  grösser  der  absolute  Werth  des  negativen  h  ist,  und  wird 
unendlich  für  h  ==  —  c»,  wo  diese  negativen  Werthe  A  zu- 
gleich selbst  unendlich  gross  werden. 

Als  Beispiel  für  einen  von  einer  einzigen  Begrenzungs- 
linie oder  -Fläche  umschlossenen  Bereich  eignen  sich  am 
besten  die  Kreisfläche  und  die  Vollkugel  wegen  der  einfachen 
Form  ihrer  Normalfunctionen.  Die  ausgezeichneten  Werthe  A 
bestimmen  sich  bei  beiden  aus  der  Grenzbedingung 

allein^  so  dass  durch  letztere  unmittelbar  die  Gleichungen 
der  Curven,  welche  die  Beziehung  zwischen  h  und  den  zu- 
gehörigen ausgezeichneten  Werthen  A  darstellen,  gegeben 
sind.     Für  den  Kreis  lauten  diese  Gleichungen: 

(55)  h yxJ|^,(»  =  o,  1,  2...^), 

und  für  die  Kugel  (cf.  Formel  (34)): 

(56)    J^  =  -V^J^--YVi)'^^r'   (»»^O'  1'  2...00). 

(Die  in  letzterer   Gleichung   auftretenden  Functionen  J 

.  ...  "+i 

wurden  in  §  7,  a  dieses '  Theiles  S.  98,  99  besprochen). 

In   beiden  Fällen    erhält    man  für  jeden  Index  m  eine 

aus   unendlich  vielen   Aesten,   welche  je  zwei  Parallele  zur 
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'Axe  zu  Asymptoten  haben  und  von  h  =  —  c»  bis 
Ji  =  -\-  oo  ansteigen,  bestehende  Curve;  nur  der  erste 
Ast    besitzt    nur    eine    Asymptote    und    schneidet    die    Ordi- 

natenaxe   im   Funkte   h  = ^ ,    was    sich    daraus    ergiebt, 

dass    für  sehr  kleine  Werthe   des  Argumentes  sich  Ji-^rj/Ä) 

auf  (r  VJY ,  ^F^  ^  auf  -^  reducirt.     Legt  man  nun  dem 

Argumente  A  negative  Werthe  bei,  so  ergiebt  sich  aus  der 
Reihenentwickelung  (cf.  §  7,  a  Seite  94)  für  Ji,,  dass  auch 
dann  die  durch  (55)  und  (56)  gegebenen  Werthe  h  reell 
bleiben  und  dass  die  betrachteten  Curvenäste  sich  stetig  in 
den  dritten  Quadranten  der  /iA- Ebene  hinein  fortsetzen.    Sie 

verlaufen  dort  parabelähnlich  in's  Unendliche,  da  sich   /      für 

unendlich  grosse  Werthe  des  Argumentes  wie  —  tg  ^  ver- 
hält, also  für  unendlich  grosse  imaginäre  Werthe  0  =  ^r]/— A 
gleich  -] — r  wird,  so  dass  man  dann  erhält:  h  =  —  ]/ —  A . 

Jedem  Werthe  m  entspricht  ein  solcher  nach  der  Seite  der 
negativen  A  in's  Unendliche  verlaufender  Curvenast:  demnach 
ergeben  sich  für  den  Kreis  und  die  Kugel  Curvensysteme 
von  der  in  Fig.  20  angedeuteten  Beschaffenheit*).  Legt  man 
durch  diese  Curvensysteme  eine  Parallele  zur  A-Axe  im  Ab- 
stände h  von  letzterer,  so  sind  die  Abscissen  der  erhaltenen 
Schnittpunkte  die  zu  jenem  h  gehörigen  ausgezeichneten 
Werthe  A.  Man  erkennt  hieraus  sofort,  dass  jedem  h  unend» 
lieh  viele  positive  ausgezeichnete  Werthe  X  =  W'  mgehören,  dass 
es  aber  negative  Werthe  W  nur  für  negative  Werthe  von  h  und 
zwar  auch  dann  nur  in  endlicher,  mit  —  h  wachsender  Anzahl 
giebtj  ganz  wie  wir  es  oben  beim  Rechteck  auf  etwas  ande- 
rem Wege  gefunden  hatten.  —  Vermuthlich    wird    der    eben 


*)  Der  Index  der  Buchstaben  C,  mit  welchen  in  obiger  Figur 
die  Curvenäste  bezeichnet  sind,  stimmt  mit  der  entsprechenden  Zahl  m 
überein.  Den  beiden  negativen  Werthen  von  /i,  für  welche  die  zuge- 
hörigen Abscissen  X  construirt  sind,  entspricht  nach  der  Figur  zu- 
fällig je  eine  Doppelwurzel  L 
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ausgesprochene  Satz  allgemeine  Gültigkeit  haben^  da  sicli  bei 
stetiger  Aenderung  des  Bereiches  doch  höchst  wahrschein- 
lich   auch    die    negativen    ausgezeichneten    Werthe   Jc'^    stetig 


rig.  20. 


ändern  werden  und  demnach  ihre  Anzahl,  sofern  man  jeden 
mit  der  ihm  zukommenden  Multiplicität*)  zählt,  ungeändert 
bleiben  muss. 


Man  kann  die  bisherige  Betrachtungsweise  in  der  Weise 
umkehren,  dass  man  den  Bereich  und  den  Werth  von  Ic^ 
als  gegeben  betrachtet  und  diejenigen  Werthe  aufsucht j  welche 
die  in  der  Grensbedingung  auftretende  Constante  h  habest  muss, 
damit  Aw  +  /i:^M  =  0  eine  ausgezeichnete  Lösung  besitzt. 

Die  im  Vorhergehenden  benutzte  graphische  Darstellung 
der  Beziehung  zwischen  h  und  A  lässt  sich  sofort  zur  Lösung 
dieses  umgekehrten  Problems  anwenden;  man  braucht  nur 
eine  Parallele  zur  i^-Axe  in  dem  gegebenen  Abstände  A  =  /<;^ 


*)  Die  negativen  k"^  des  Kreises  und  der  Kugel  besitzen  natür- 
lich dieselbe  Multiplicität,  wie  die  demselben  Index  m  der  Normal- 
functionen  entsprechenden  positiven  ausgezeichneten  Werthe. 
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durch  das  Curvensystem  zu  legen  und  erhält  durch  die 
Ordinaten  der  Schnittpunkte  direct  die  gesuchten  Werthe 
von  h.  Die  besprochenen  Beispiele  lassen  leicht  die  vermuth- 
lich  allgemein  gültige  Regel  erkennen,  dass  zu  jedem  ge- 
gebenen W  unendlich  viele  Werthe  h  gehören^  dass  aber  positive 
Werthe  h  nur  für  positive  W  existiren  und  auch  dann  nur  in 
endlicher  Anzahl^  sofern  W  endlich  ist. 

Insbesondere  kann  der  gegebene  Werth  Jc^  ==  0  sein;  es 
handelt  sich  dann  um  die  Auffindung  derjenigen  Grenzbedin- 
gungen hü  -}-  -^  =  0,  für  welche  es  Lösungen  der  Potential- 
gleichung Au  =  0  giebt,  die  in  dem  gegebenen  Bereiche 
überall  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  ohne  identisch  gleich 
Null  zu  sein.  Dass  überhaupt  bei  gewissen  negativen  Werthen 
von  h  solche  ausgezeichneten  Lösungen  der  Potentialgleichung 
existiren,  hat  wohl  zuerst  Dini  bemerkt  bei  der  Behandlung 
des  Problems,  die  Gleichung  Au  =  0  für   die  Fläche  eines 

Kreises  so  zu  integriren,  dass  hü  -\-  -^  längs  der  Peripherie 

r  =  r  vorgeschriebene  Werthe  besitzt*).     Diese  ausgezeich- 
neten Lösungen  für  den  Kreis  sind  die  Functionen: 


(— j   (am  cos  mq)  -\-  hm  sin  mcp) 


mit  unbestimmten  Coefficienten  am  und  hm-  Denn  die- 
selben genügen  offenbar  der  Gleichung  Au  =  0  und  der  Rand- 
bedingung hü  -\-  -K-  =  0,  worin  h  =  —  ^-  ist,  und  besitzen 

die  gewöhnlichen  Stetigkeitseigenschaften.  —  Bei  unserer 
obigen  Betrachtung  über  den  Kreis  fanden  wir,  dass  die  Ordi- 
natenaxe  (A  ==  0)  von  den  construirten  Curven  in  den  Punkten 

Ä  =  — y  (m  =  0,  1,  2-.-00) 

geschnitten  wurde;  wir  haben  dort  also  eben  jene  von  Dini 
aufgefundenen  ausgezeichneten  Werthe  von  h  erhalten. 


*)   Dini,   Annali  di  Matematica,   (2),  V,  1873.     Vergl.  über  die 
oben  genannte  Aufgabe  übrigens  den  IV.  Theil  der  vorliegenden  Dar^ 

Stellung.  — 
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Für  die    VolTkugel   ergaben  sicli  dieselben  Schnittpunkte 

Ä  ===  —  — ;  in  der  That    sieht  man   auch  umgekehrt    ohne 

Weiteres,  dass  die  ausgezeichneten  Lösungen  der  Potential- 
gleichung für  die  Kugel,  nämlich  die  Functionen 

m 

Um,n  =  (y)     ^"  Pm,n  (p')  (-^n  COS  n(p  +  Bn  sin  ncp)  , 
0 

ebenfalls  der  Grenzbedingung 

genügen.  — 

Der  lüeinste  ausgezeichnete  Werth  von  h  im  Falle  Ic^  =  0 
ist   für  jeden   Bereich   /i  =  0,   weil    die   Potentialgleichung 

für  jeden  beliebigen  Bereich  eine  der  Grenzbedingung  ^  =  0 

genügende  ausgezeichnete  Lösung,  nämlich  u  =  Const.  besitzt, 
üeber  die  übrigen  ausgezeichneten  Werthe  von  h  und  die  zuge- 
hörigen Lösungen  der  Potentialgleichung  für  beliebige  Bereiche 
scheint  noch  nichts  bekannt  zu  sein.  — 

Die  letzten  Betrachtungen,  bei  welchen  im  Gegensatz  zu 
allen  vorhergehenden  Entwickeluugen  des  IL  Theiles  nicht 
mehr  die  Grenzbedingung,  sondern  7c^  als  gegeben  galt,  leiten 
gewissermassen  schon  zum  folgenden  Theile  hinüber,  in  wel- 
chem die  der  partiellen  Differential gleichung  Au  -\-  h^u  ==  0 
genügenden  Functionen  ganz  allgemein,  ohne  Beschränkung 
auf  einen  gegebenen  Bereich  und  also  ohne  Rüchsicht  auf  eine 
Grenzbedingung,  aber  bei  gegebenem  ¥  betrachtet  werden  sollen. 


III.  Theil. 

Allgemeine  Sätze  über  die  Functionen,  welche  der 
partiellen  Differentialgleichung  Au  +  h^u  =  0  genügen. 

Vorbemerkung.  Dieser  Theil  soll  von  den  Eigenschaften 
der  Lösungen  u  in  der  Ebene  und  im  Räume  überhaupt 
handeln,  in  der  Weise,  wie  etwa  in  der  Potentialtheorie 
zuerst  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Lösungen  von 
A  F  =  0  untersucht  zu  werden  pflegen,  d.  h.  ohne  Berück- 
sichtigung besonderer  Grenzbedingungen.  Er  wird  demnach 
von  wesentlich  mathematischem,  nicht  von  unmittelbar 
physikalischem  Interesse  sein  und  soll  zeigen,  wie  man  für 
die  der  Differentialgleichung  Au  -}-  Jc^u  ==  0  genügenden 
Functionen  eine  Theorie  entwickeln  kann,  welche  gewisser- 
massen  eine  Verallgemeinerung  der  Potentialtheorie  ist. 
Dementsprechend  werden  auch  den  für  die  Functionen  u 
geltenden  Sätzen  die  entsprechenden  der  Potentialtheorie 
gegenübergestellt,  und  in  §  2  wird  einer  noch  wenig  be- 
kannten Untersuchung  der  Potentialfunctionen,  welche  einen 
wichtigen  Unterschied  zwischen  den  letzteren  und  den  Func- 
tionen u  besonders  gut  hervortreten  lässt,  einiger  Raum 
gewidmet  werden.  —  Da  bisher  erst  wenig  ausgedehnte 
Untersuchungen  in  der  bezeichneten  Richtung  vorliegen,  so 
werden  wir  uns  öfter  nur  auf  Andeutungen  beschränken 
müssen.  Zunächst  sollen  nur  Functionen  u  betrachtet  werden, 
welche  in  der  ganzen  Ebene,  bezw.  im  ganzen  Räume  ein- 
deutig sind.  Ferner  werden  wir  in  der  Regel  von  einer  Aus- 
dehnung der  Betrachtung  auf  die  verwandten  allgemeineren 
Differentialgleichungen  Abstand  nehmen. 
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§  1.    Verhalten   der  Functionen  u  in  singulären  Punkten 
im  Endlichen. 

Wie    man    in    der  Potentialtheorie    von   der  Particular- 
lösung  log  r  bezw.  —  ausgeht,  aus  welcher  man  die  Potentiale 

mit  höheren  Singularitäten,  sowie  solche  ableitet,  für  welche 
Gebiete  von  einer,  zwei  oder  drei  Dimensionen  stetig  mit 
„Massenpunkten",  d.  h.  Punkten,  in  denen  A  V  nicht  mehr  =  0 
ist,  erfüllt  sind^  so  wird  man  auch  in  der  Theorie  der  Func- 
tionen u  diejenigen  Particularlösungen  zu  Grunde  legen,  welche 
in  der  Ebene  oder  im  Räume  nur  von  dem  Abstände  r  des 
variabelen  Punktes  von  einem  festen  Punkte  abhängen  und 
letzteren  als  singulären  Punkt  besitzen. 

Dies  sind  die  im  Nullpunkte  unendlich  gross  werdenden 
Integrale  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen: 

^  -\ -, \-  h^u  =  0  für  die  Ebene, 

dr^     ^     r  dr     *  ' 

3-s  H -, |-^^w  =  0  für  den  Raum, 

dr^     *     r  dr     *  ' 


also  nach  II,  §  7  a)  und  c)  die  Functionen  Y^lJcr)  und 
(kr)  ^J  ^(Icr).  Die  BesseFsche  Function  zweiter  Art  0*®' 
Ordnung  Yq(q)  ist  definirt  durch  das  bestimmte  Integral 


7t 


-  I  cos  (q  sin  ta)  log  (Aq  cos^a) dco 


n 
0 


oder  durch  die  unendliche  Reihe 
J-„ fp)  log  9  +  2 ■  { \  J,(p)  -  I  J.is)  +  \  JM -■■■], 

welche  sich  für  sehr  kleine  Werthe  des  Argumentes  (>  =  Ä:r 
auf  das  Glied  log  q  reducirt;  Y^Qzr)  wird  also  im  Punkte 
r  =  0  logarithmisch  unendlich  gross  j  und  zwar  sowohl,  wenn 
h  reell  ist,  als  auch,  wenn  Je  rein  imaginär  ist.    Die  Function 

(kr)  ^  J_  ^  (kr)  ist  identisch  mit  — 1 .  -;  wird  also  im  Null- 
punkte unendlich  gross  wie  jr  • 

KT 


r 
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Die  Singularitäten  der  nur  von  r  abhängenden  particidärcn 
Integrale  von  Au  -{-  h^u  =  0  in  der  Ebene  und  im  Baume 
sind  daher  bei  r  =  0  von  derselben  Art,  wie  die  der  entsprechen- 
den Potentialfunctionen.  Dagegen  findet  in  dem  Verhalten  in 
unendlicher  Entfernung  vom  Nullpunkte  keine  solche  üeber- 
einstimmung  statt,  wie  im  folgenden  Paragraph  näher  aus- 
geführt werden  soll. 

Die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  welchen  die  nur 
von  r  abhängigen  Functionen  u  genügen,  besitzen  noch  die, 
falls  h  reell  istj  in  der  ganzen  Ebene  bezw.  im  ganzen  Räume 
nirgends  unendlich  gross  werdenden  Integrale 

J^ihr)     bezw.     -^^f^^ , 

welche  im  Nullpunkte  den  Werth  1  haben  und  sich  im  Un- 
endlichen ebenso  verhalten,  wie  die  zuerst  besprochenen 
Integrale,  nämlich  daselbst  von  der  ^*^^  bezw.  l*^""  Ordnung 
unendlich  klein  werden.  —  Die  Differentialgleichung  des  Po- 
tentials besitzt  bekanntlich  keine  andere  überall  endliche  und 
eindeutige  Lösung,  als  u  ==  Const.^  und  diese  ist  in  der  That 
das  zweite  Integral  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 

welchen  log  r  bezw.  —  genügen.    Es  besteht  in  diesem  Punkte 

also  zwischen  der  Differentialgleichung  Au  -\-  ¥u  =  0  und 
der  Potentialgleichung  ein  wesentlicher  Unterschied,  welcher 
übrigens  mit  der  Existenz  der   ausgezeichneten  Lösungen   der 

ersteren  auf's  Engste  zusammenhängt;  denn  J^ilcr)  und  — ^ — 

sind  gemäss  unserer  Definition  als  „ausgezeichnete  Lösungen^' 
für  die  unendliche  Ebene  und  den  unendlichen  Raum  zu  be- 
trachten. 

Im  Falle  eines  negativen  Werthes  von  W  =  —  h'^  können 
gemäss  den  Entwickelungen  in  II,  §  4  (z.  B.  nach  der  geeignet 
specialisirten  Formel  (16))  für  ein  geschlossenes  Gebiet,  also 
wohl  auch  für    die    unendliche  Ebene*),    keine    ausgezeich- 


*)  Zunächst  lässt  sich  uur  schliessen,  dass  für  die  unendliche 
Ebene  keine  überall  endliche  Lösung  tt,  die  längs  irgend  einer  ge- 
schlossenen Curve  gleich  Null  wird,  existiren  kann.     Allein  durch  die 
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neten  Lösungen  existiren.  Dementsprechend  besitzt  die  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 

dr^    '     r  dr 
auch  kein  überall  endliches  Integral;  Y^ih^ri)  wird  nämlich 
im   Nullpunkte   unendlich  gross   wie  log  r,  im  Unendlichen 

wie  (k'r)  ^  e*'^,  und  J^Qc^ri)  bleibt  zwar  für  r  =  0  endlich, 
verhält  sich  aber  im  Unendlichen  ebenso  wie  Y^ik^ri).  — 
Ebenso  ist  es  mit   den  Particularlösungen  im  Räume;  denn 

man  kann  aus  -w —  und  —^, —  keine  Lösunt?   linear   zusam- 

k  r  kr  ° 

mensetzen,  die  weder  für  r  =  0  noch  für  r  =  oo  unendlich 
gross  wird.   — 

Was  nun  die  Singularitäten  höherer  Ordnung*)  betrifft, 
welche  eine  sonst  überall  stetige  und  eindeutige  Lösung  von 
At*  +  h^u  =  0  in  einzelnen  Punkten  besitzen  kann,  so  sind 
dieselben,  wenn  der  gerade  betrachtete  singulare  Punkt  der 
Nullpunkt  des  Polarcoordinatensystems  ist,  gegeben  durch 

(57)  YnQcr)  •  cos  (ng))     für  die  Ebene, 

(58)  (kr)"^  J ^  (kr)-P,n,n (cos ^)  •  ^9^  ntp  für  den  Raum, 

wo  n  und  m  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen  (wobei 
im  zweiten  Falle  n<Cm)  bezeichnen.  Die  Bessersche  Function 
zweiter  Art  Yn(kr)  verhält  sich  für  sehr  kleine  Werthe  von  r, 
auf  die  es  hier  nur  ankommt,  wie  (]cr)~"  (vgl.  die  Darstellungen 
von  Yn  bei  Lommel,  Studien  über  die  Bessel'schen  Functionen, 
1868,  §§  23-25,  speciell  p.  90,  u.  C.  Neumanrij  Theorie  der  Bessel- 
schen  Functionen,  1867,  p.  52)  und  die  durch  die  Reihe  (30) 

_i 
S.  9(9,  99  definirte  Function  (Icr)  ^  J  (kr)  wie  {kr)-"'-K 

in  I,  §  2,  b  (S.  19—20)  erörterte  physikalische  Bedeutung  der  Differen- 
tialgleichung Au  -\-  k'^u  ==  0  erscheint  auch  die  Unmöglichkeit  von 
Lösungen,  die  in  der  ganzen  Ebene  endlich  sind  und  das  Vorzeichen 
nicht  wechseln,  sicher  gestellt. 

*)  Functionen  w,  welche  unendlich  viele  oder  wesentlich  singulare. 
Punkte  besitzen,  schliessen  wir  von  der  Betrachtung  ein  für  alle  Mal  aus 
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Die  Potentialfunctionen  verhalten  sich  nun  in  singulären 
Punkten  höherer  Ordnung  in  der  Ebene  wie  r-"  •  ^.^  (wg>),  im 
Räume  wie  r—^^—^Pm,ni^)    •    (^9)5  mithin  stimmen,  was  den 

Grad  des  Unendlichgrosswerdens  anbetrifft,  die  höheren  Singu- 
laritäten unserer  Functionen  u  ebenfalls  mit  denjenigen  des 
Potentials  überein.  Die  Functionen,  welche  das  Verhalten 
an  den  singulären  Stellen  darstellen,  sind  hier  aber  weit 
complicirter,  als  in  der  Potentialtheorie;  so  enthält  z.  B.  Y„ 
ausser  dem  mit  r~^  proportionalen  Gliede  noch  solche,  welche 
für  r  =  0  unendlich  gross  werden  wie  r~«"~^,  r~^~^  etc. 
Sie  lassen  sich  auch,  wie  Bayleigh  1.  c.  II,  283  bemerkt,  nicht 
einfach  durch  wiederholte  Differentiation  nach  irgendwelchen 

Richtungen  aus  YqQct)  und ableiten,  während  man  be- 
kanntlich nach  Maxwell*)  die  Potentiale  mit  einzelnen  singu- 
lären Punkten   höherer  Ordnung  auf  diese  Weise   aus  log  r 

und  —  erhält.    Zwar  genügen  die  aus  Y^Ocr)  und durch 

Differentiation  gewonnenen  Functionen  natürlich  der  partiellen 
Differentialgleichung  Au  +  Ic^ii  =  0  und  werden  auch  in  der- 
selben Weise   unendlich    gross,    wie    Yn(kr)  •    .    {ncp)    bezw. 

(kr)    ^  J         ^(kr)'  Fm,n{^)-   ■■    {j^^)j   aber  sie  stimmen  mit 

letzteren  Functionen  nicht  direct  überein.    Nur  die  Function 

2 

J_^   (kr)  .  (lir)     '^   y\  A«W  (^«  sin  ncp  -{-  Bn  cos  ncp) 
^  0 

ist  auf  die  angegebene  unmittelbare  Weise  zu  erhalten,  da 

j_^i9) .  r^ = -  VI  (^  +  ^  =  i  (]/!^) 

ist.  Die  besagte  Nichtübereinstimmung  hängt  wohl  damit 
zusammen,  dass  für  die  Functionen  u  kein  analoger  Satz 
gilt,  wie  der  bei  der  Herleitung  des  erwähnten  Maxwell- 
schen  Resultates   zu  benutzende  Satz  von  Thomson^  welcher 


*)  Elektricität  und  Magnetismus,  I,  p.  191  —  194. 
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(las  Verhalten  von  Potentialfunctionen  bei  der  Transformation 
durch  reciproke  Radien  betrifft.  (Vergl.  über  letzteren  Punkt 
den  folgenden  Paragraph.)  —  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die 
Singularitäten  der  eindeutigen  Lösungen  u^  soweit  sie  durch 
das  Anfangsglied  der  Entwickelung  dargestellt  werden,  die- 
selben bleiben,  wenn  in  der  Differentialgleichung  das  Glied 
Jc^u  noch  mit  einer  analytischen  Function  f  der  Coordinateu 
multiplicirt  auftritt,  weil  man  in  der  Umgebung  des  betrach- 
teten singulären  Punktes  bei  der  Entwickelung  von  u  nach 
den  oben  angegebenen  Functionen  die  Function  f  als  constant 
betrachten  kann.  —  Demnach  sind  also  z.  B.,  wie  aus  dem 
zu  Anfang  von  II,  §  7,  b  Gesagten  hervorgeht,  für  die  Lö- 
sungen li  auf  der  Kugelüäche  die  Singularitäten  im  Wesent- 
lichen die  gleichen,  wie  für  die  Functionen  ti  in  der  Ebene; 
genauer  werden  sie  durch  die  Kugelflächenfunctionen  zweiter 
Artj  d.  h.  die  im  Pole  '9'  =  0  unendlich  gross  werdenden, 
in  Bezug  auf  (p  periodischen  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (31),  welche  zuerst  von  Heine  untersucht  worden  sind, 
dargestellt. 

Eine  wichtige  physikalische  Bedeutung  hat  besonders  die 
Singularität  niedrigster  Ordnung,  welche  durch  Y^Ocr)  bezw. 

dargestellt   wird.    —    Bei    den   Luftschwingtingen    ist 

ein  solcher  singulärer  Punkt  eine  einfache  punktförmige 
Schallquelle  oder  ein  Erregungspunkt  {v.  Heimholte,  Crelle's 
Journal  57,  p.  18.  1860),  d.  h.  ein  Punkt,  in  welchem  ab- 
wechselnd mit  gegebener  Periode  unendlich  grosse  Ver- 
dichtungen und  Verdünnungen  hervorgebracht  werden;  denn 
u .  cos  ak  (t  —  f)    ist    das    Geschwindigkeitspotential    0    der 

Luftschwingungen,    und    die    Verdichtung    ist    == ^  -^ 

(unter  a  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ver- 
standen), also  ebenfalls  proportional  mit  u.  In  Wirklichkeit 
wird  nun  eine  solche  „Schallquelle",  welche  sich  im  unend- 
lichen Räume  befindet,  oder  eine  analoge  in  einer  unendlichen 
ebenen  Luftplatte,  kugel-  bezw.  kreisförmige,  gleichförmig 
fortschreitende  Wellen  aussenden,  während  die  von  uns  be- 
trachtete Function  w,  da  sie  mit  einem  Zeitfactor  cos  ak(t—t') 


I 


Allgemeine  Sätze  über  die  F^nnctionen  u.     §  1.  193 

multiplicirt  das  Geschwindigkeitspotential  liefert^  den  Schwin- 
gungszustand stehender  Wellen  darstellt.  Man  kann  sich  aber 
die  letzteren  dadurch  entstanden  denken,  dass  die  vom  Er- 
regungspunkte 0  ausgehenden  Wellen  mit  einem  gleichen, 
aus  dem  Unendlichen  kommenden  und  gegen  0  hin  conver- 
girenden  Wellenzuge  interferiren;  und  umgekehrt  lassen  sich 
die  fortschreitenden  Wellen  aus  zwei  geeigneten  Systemen 
stehender  Wellen  mit  um  -r   differirenden  Phasen  zusammen- 

4 

setzen,  so  dass  der  gerade  erwähnte  Unterschied  nicht  sehr 
wesentlich  ist.  — 

In  Wirklichkeit  kann  natürlich  eine  Schallquelle  auch 
nicht  punhtßrmig  sein,  da  dann,  damit  sie  eine  endliche 
Menge  Energie  aussenden  könnte,  in  diesem  Punkte  die  Ver- 
dichtung und  Verdünnung  unendlich  gross  sein  müsste;  man 
hat  sich  vielmehr  eine  solche  Schallquelle  etwa  als  eine  sehr 
kleine  Kugel  vorzustellen,  welche  sich  periodisch  radial  zu- 
sammenzieht und  ausdehnt,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
als  ob  innerhalb  derselben  abwechselnd  Luft  hinweggenommen 
und  hinzugefügt  würde.  In  der  Ebene  hat  man  an  Stelle 
dieser  Kugel  eine  kleine  Kreisfläche  zu  setzen.  Man  kann  in 
letzterem  Falle  auch  das  Problem  der  schwingenden  Membran 
zur  Deutung  des  Erregungspunktes  heranziehen,  indem  man 
sich  vorstellt,  dass  auf  die  als  starr  anzusehende  Fläche  des 
kleinen  Kreises  eine  periodische  äussere  Druckkraft  wirkt; 
lässt  man  den  Kreis  unendlich  klein  werden,  so  muss,  damit 
die  Wirkung  endlich  bleibt,  die  Kraft  und  damit  auch  die 
Verrückung  in  ihrem  Angriffspunkte  unendlich  gross  werden. 
Diesen  Grenzübergang  kann  man  sich  leichter  an  dem  im 
I.  Theile  (§  2,  a)  erwähnten  statischen  Probleme  der  Biegung 
einer  gespannten  Membran  durch  daraufgegossene  Flüssig- 
keit veranschaulichen;  man  sieht  dort  ohne  Weiteres,  dass, 
wenn  q  der  Radius  des  kleinen  starren  Kreises,  P  die  ge- 
sammte  ausser  dem  hydrostatischen  Drucke  auf  ihn  wirkende 
Druckkraft  und  p  die  constante  Spannung  der  Membran  ist, 
P -|-  Q^TCSU  =  —  p  ■  27fQ  •  ^  sein  muss,  dass  also  ^  bei 
gegebenem   endlichem  P  für    unendlich    kleines  q    unendlich 

Pockels,  DiÖereutialgleichung.  13 
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gross  wie  —  oder  -  ,  u  selbst  somit  loojarithmisch  unend- 
lieh  gross  wird. 

Bei  den  Problemen  der  nichtstationären  Wärmeleitung 
(Erkaltungsproblemen)  ist  die  Deutung  der  singulären  Punkte 
insofern  nur  etwas  erzwungen  möglich,  als  man  in  ihnen 
Wärmequellen  anzunehmen  hat,  deren  Ergiebigkeit  wie  eine 
Exponentialfunction  g— ^''«"^  mit  der  Zeit  abnimmt,  wodurch 
dann  eben  das  zeitliche  Gesetz  der  Temperaturabnahme  für 
den  ganzen  Körper  gegeben  ist,  ebenso  wie  die  Periode  der 
erzwungenen  Schwingungen  einer  Luftmasse  oder  Membran 
durch  die  Periode  des  Erregungspunktes.  —  Dagegen  hat 
bei  der  stationären  W^ärmeströmung  in  einer  ausstrahlenden 
Platte  (I,  §  2,  b)  ein  Punkt,  in  welchem  u  logarithmisch  un- 
endlich gross  wird,  direct  die  Bedeutung  einer  constanten 
Wärmequelle,  gerade  wie  sonst  in  der  Theorie  der  statio- 
nären Wärmeströmung,  wenn  von  der  Ausstrahlung  abgesehen, 
also  A^^  ==  0  gesetzt  wird. 

Im  Allgemeinen  kann  man  nach  dem  Vorstehenden 
sagen,  dass  die  singulären  Punkte  erster  Ordnung  bei  den 
Schwingungsproblemen  Quellen  von  Energie  (nämlich  Punkte, 
in  denen  äussere,  unendlich  grosse  Kräfte  während  einer 
beliebigen  endlichen  Zeit  endliche  Arbeit  leisten,  deren  Ge- 
sammtbetrag  für  die  Dauer  einer  Periode  jedoch,  da  es  sich 
für  uns  stets  um  stehende  Schwingungen  handelt,  immer  =  0 
ist),  bei  den  Wärmeleitungsproblemen  Wärmequellen  (Punkte, 
welche  durch  Wärmezufuhr  stets  auf  unendlich  hoher  Tem- 
peratur erhalten  werden)  sind.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
physikalische  Bedeutung  mag  es  künftig  gestattet  sein,  wenn 
die  Function  u  in  einem  Punkte  unendlich  gross  wie  —  a  log  r 
oder  wie  —  wird,  die  Constante  a  die  Intensität  dieses  singu- 
lären Punktes  erster  Ordnung  zu  nennen. 

Die  singulären  Punkte  zweiter  Ordnung  lassen,  sich  ge- 
mäss dem  früher  Gesagten  als  Doppelquellen  deuten,  welche 
entstehen,  wenn  zwei  einfache  Erregungspunkte  von  den 
Intensitäten  -\-  a  und  —  a  einander  unendlich  nahe  rücken, 
während    zugleich    a   in    demselben    Grade    unendlich    gross 
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wird.  Bei  den  Luftschwiiigungen  hat  eine  Kugel,  welche  als 
starrer  Körper  parallel  einer  bestimmten  Geraden  Sinus- 
schwingungen ausführt,  die  Wirkung  einer  solchen  Doppel- 
quelle, und  näherungsweise  überhaupt  jeder  beliebige  in  der 
angegebenen  Weise  schwingende  kleine  Körper,  welcher 
periodisch  auf  der  einen  Seite  seiner  Schwingungsaxe  eine 
Verdichtung,  auf  der  andern  eine  Verdünnung  erzeugt.  Bei 
den  Schwingungen  einer  Membran  und  bei  der  Wärmeleitung 
hingegen  kann  man  sich  nicht  gut  eine  physikalische  Vor- 
richtung denken,  welche  einer  Doppelquelle  entspräche^ 

Die  singulären  Punkte  höherer  Ordnung  können  zwar, 
wie  oben  bemerkt  wurde,  nicht  unmittelbar  durch  Zusammen- 
rücken von  solchen  erster  Ordnung  hervorgebracht  werden, 
wohl  aber,  wenn  man  verschiedene  so  entstandene  Singularitäten 
superponirt;  sie  sind  also  als  Aggregate  von  vielfachen 
Quellen  von  verschiedenem  Grade  der  Complexität  zu  deuten. 
Solche  vielfache  Quellen  lassen  sich  bei  den  Luftschwingungen 
insofern  realisiren,  als  sie  in  ihrer  Wirkung,  wie  wir  später 
(in  Theil  IV)  sehen  werden,  ersetzt  werden  können  durch 
bestimmte  Schwingungen  einer  um  den  singulären  Punkt 
beschriebenen  Kugelfläche.  In  roher  Weise  würde  auch  eine 
schwingende  Glocke  als  vielfache  Quelle,  und  z.  B.  eine  Stimm- 
gabel als  vierfache,  entstanden  durch  Zusammenrücken  zweier 
symmetrisch  zu  einander  liegender  Doppelquellen,  deren  Axen 
in  dieselbe  Gerade  fallen,  angesehen  werden  können. 

§  2.    Excurs  über  die  Potentialtheorie ;  Verhalten  der 
Potentiale  und  der  Functionen  u  im  Unendlichen. 

Es  wurde  bereits  oben  darauf  hingewiesen,  dass  in  dem 
Verhalten  im  Unendlichen  ein  wesentlicher  Unterschied 
zwischen  den  Lösungen  der  Differentialgleichung  Au-\-]c^u  =  0 
und  den  Potentialfunctionen  besteht,  im  Gegensatz  zu  dem 
so  ähnlichen  Verhalten  in  solchen  singulären  Punkten,  welche 
im  Endlichen  liegen.  —  Man  erkennt  diesen  Unterschied 
leicht  an  den  nur  von  r  abhängigen  Particularlösungen.  So 
wird    die   Function    YQ(kr)    für    sehr    grosse    Werthe    von  r 

13* 
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nahezu    dargestellt   durch    — ^~^^^t^ — ~~ — ^     unter   C\  B' 

^  Vier  '  ' 

Constanten  verstanden*,   sie  wird  also  für  lim  r  =  oo  nebst 

ihren  sämmtlichen  Derivirten  unendlich  Mein  wie  r  ^,  wäh- 
rend das  entsprechende  logarithmische  Potential  im  Unend- 
lichen logarithmisch  unendlich  gross  wird.    Die  Function  — v — 

wird  im  Unendlichen  von  der  ersten  Ordnung  unendlich 
klein;  der  Unterschied  gegenüber  dem  Newton'schen  Poten- 
tial liegt  hier  erst  im  Verhalten  der  Derivirten ^  welche  bei 

— -. sämmtlich  auch  nur  von  der  ersten  Ordnung,  bei  —  aber 

kr  °'  r 

von    höherer    Ordnung    unendlich    klein    werden.    —    Dieses 

Verhalten   gilt  indessen   nur   für  den  Fall,   dass   h  reell  ist; 

ist  li  rein   imaginär  =  Ici,   so  werden  diejenigen  nur  von  r 

abhängigen  Particularlösungen,  welche   sich  im   Nullpunkte 

wie  log  r  bezw.  —  verhalten,  in  unendlicher  Entfernung  von 

letzterem  entweder  unendlich  klein  wie  e~^'^  oder  unendlich 
gross  wie  e+*^,  zeigen  also  jedenfalls  auch  ein  ganz  anderes 
Verhalten,  wie  die  entsprechenden  Potentiale.  Aehnliches 
würde  sich  bei  einem  Vergleich  derjenigen  nur  von  r  abhängen- 
den Particularlösungen  der  Differentialgleichungen  AF  =  0 
und  Au  -\-  k^u  =  0  ergeben,  welche  bei  r  =  0  einen  singu- 
lären  Punkt  höherer  Ordnung  besitzen. 

Um  einen  besseren  Einblick  in  diese  Verschiedenheit 
des  Verhaltens  im  Unendlichen  zu  gewinnen,  ist  es  erforder- 
lich, zu  untersuchen,  wie  sich  die  betrachteten  Functionen 
bezw.  die  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügen,  bei  der 
Inversion  (Transformation  durch  reciproke  Radien)  verhalten; 
wir  wollen  uns  daher  im  Folgenden  näher  mit  dieser  Frage, 
zunächst  für  die  Potentialfunctionen,  beschäftigen. 

Da  die  Inversion  eine  conforme  Ahhildung  vermittelt,  so 
geht  durch  dieselbe  ein  logarithmisches  Potential  direct  wieder  in 
ein  solches  über.  Ein  Newton'sches  Potential  V(x,  y,  £)  liefert 
zwar  nicht  unmittelbar  wieder  eine  Potentialfunction,  wohl 
aber,  wenn  man  die  durch  Inversion  vom  Nullpunkte  aus  in 
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Bezug    auf    die    Kugel    vom    Radius    1    erhaltene    Function 

V{^,  y,,  ^)  noch  mit  ^  multiplicirt*). 

Diese  beiden  Sätze  lernt  man  von  einem  einheitlichen 
Gesichtspunkte  aus  verstehen,  wenn  man  homogene  Varidbele 
einführt  und  einer  Betrachtungsweise  folgt,  welche  von 
Darhoux**)  herrührt  und  von  F.  Klein  in  seiner  Vorlesung 
über  ,,Lame'sche  Functionen"  in  grösserer  Allgemeinheit 
dargelegt  worden  ist.  Diese  Betrachtungsweise  beruht  darauf, 
dass  der  Raum  von  n  Dimensionen  (i?„)  (wir  lassen  hier 
der  Allgemeinheit  wegen  die  Zahl  der  Dimensionen  un- 
bestimmt) als  stereographische  Protection  einer  Kugel  im  Baume 
von  n  -\-  1  Dimensionen  {Bn-\-i)  aufgefasst  wird,  und  dass 
als  Variabele  homogene  Coordinaten  x^  .  .  .  Xn-\.2  «^  ^n+i  ein- 
geführt werden.  Diese  n  -\-  2  Variabein  sind  demnach  durch 
eine  Kugelgleichung  mit  einander  verknüpft,  welcher  wir  hier 
die  specielle  Form  geben  wollen: 

so  dass  sie  eine  „Kugel"  vom  Radius  1  um  den  Coordinaten- 
aufangspunkt  darstellt,  falls  man  _ ^l_  ^ ü±i  als  gewöhn- 

^n  +  2  ^n  +  2 

liehe  rechtwinklige  Coordinaten  deutet. 

Die  Grössen  x^j  ...  Xn^2  sind  im  E»  proportional  den 
mit  bestimmten  Constanten  multipUcirten  Potenzen  des  vari- 
abelen  Punktes  in  Bezug  auf  n  -\-  2  feste  „Kugeln^^  welche 
letzteren  die  stereographischen  Projectionen  der  „Schnitt- 
kreise" der  „Kugel"  im  jR^+i  mit  den  „Coordinatenehenen" 
x^  =  0  j  .  .  .  j  Xn^2  =  0  sind;  sie  können  daher  als  poly- 
sphärische Coordinaten  bezeichnet  werden  (speciell  im  B^  als 
pentasphärische,  im  B2  als  tetracyclische  nach  Darhoux). 
Zwischen    ihnen    und  'den    gewöhnlichen    homogenen    Coor- 

*)  W.  Thomson,  Liouville's  Journal  XII,  1847. 
**)  Ueber  die  Einführung  dieser  „  pentasphärischen "  Coordinaten 
vergl.  z.  B.  Darhoux'  Buch:  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  algebriques  et  sur  la  theorie  des  imaginaires.  Paris  1873. 
Ferner:  Comptes  Rendus  LXXXIII  (2),  1876,  p.  1037  u.  1099  (Anwen- 
dung auf  die  Potentialtheorie). 
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dinaten  i/i  ?  •  •  •  2/«+i  ^^^  -^«  bestehen  die  aus  der  stereo- 
graphischen  Projection  folgenden  Beziehungen,  z.  B.  bei 
specieller  Verfügung  über  die  beiden  Coordinatensysteme  die 
nachstehenden: 

71 


Diese  Formeln  entsprechen  im  Falle  n  =  2  der  Annahme, 
dass  — ,   — ,   —   gewöhnliche   rechtwinklige  Coordinaten   im 

X^  u/^  tC^ 

B^y   —,  —  solche  in  der  Aequatorebene  (x^  =  0)  der  Kugel 

^1^  +  0^2^  +  ^3^  =  ^4^  sind,  wobei  die  Coordinatenaxen  i/j  =  0, 
2/2  =  0  mit  den  Spuren  der  Ebenen  x^  =0j  X2  =  0  zusammen- 
fallen, und  der  Projectionspunkt  der  Punkt  iCj  =  0,  x^  ==  0, 
Xq  ==  x^  ist. 

Den  Inversionen  des  i^„  von  beliebigen  Transformations- 
mittelpunkten aus  und  mit  beliebigen  Transformationsradien, 
verbuuden  mit  Spiegelungen,  Drehungen,  Parallelverschie- 
bungen und  Aehnlichkeitstransformationen,  entsprechen  alle 
homogenen  linearen  Substitutionen  der  Xu^  welche  die  Kugel- 

w-j-l 

gleichung  ^.  Xh   =  ^^.2     üngeändert  lassen. 
1 

Es  sei  nun  im  Bn  eine  Potentialfundion  V  { — —  •  •  •  — ~  ) 

gegeben,  d.  h.  eine  Function  nullten  Grades  von  y^  .  .  .  2/n+i, 
welche  der  partiellen  Differentialgleichung 

fy?  "^  ~^y.'  "^         ^  ^Pn'  ~ 

genügt.  Dieselbe  wird  durch  die  stereographische  Projection 
auf  die  „Kugel"  im  i?„+i  übertragen,  so  dass  man  dort  eine 

Function  der  Argumente ,  ••• erhält, 

^w  +  l~*n+2  ^n-\-l~^n-\-2 

welche  die  Differentialgleichung 
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#4  H +  #2  =  0 

erfüllt.  Hierbei  ist  der  Projectionspunkt  (aj^  =  ^^  •  •  •  ^  a?„  =  0, 
Xn-{.i  =  Xn-\-2)  6111  ausgezeichneter  Punkt;  allein  man  kann 
nun  V  zerlegen  in  einen  Factor,  welcher  in  einfacher  Weise 
von  letzterem  Punkte  abhängt,  und  einen  zweiten  Factor, 
welcher   davon   unabhängig    ist,    nämlich   bei   allen   linearen 

Transformationen,  welche  die  Kugel    ^fx,^^=  xl^,,  in  sich 

1 
überführen,  ungeänderten  Charakter  behält.   Zu  diesem  Zwecke 
ist  zu  setzen 

(X.  x^  \ 
^ — ^ — ) 
^'«  +  l~^n  +  2                 ^'„  +  1— ^«+2/ 


n- 


{Xn+1  —   ^„  +  2)    ^      '   W(X^,    X.^,   .  .  .  Xn  +  2), 

Y 


2 fi 

wo  nun  TFeine  Form  — ^ —  ^^  Grades  der  Variabein  x^,  ...  Xn-\-2 


ist,  während  der  erste  Factor,  gleich  Null  gesetzt,   — - — fach 

zählend  die  im  Projectionspunkte  berührende  „Tangential- 
ebene" der  „Kugel"  des  jR^+i  darstellt;  im  R^  bedeutet 
Xn-{.i  —  ^n+2  =  0  den  unendlich  fernen  Punkt.  Wir  müssen 
hier  in  der  Geometrie  der  reciproken  Radien  nämlich  das 
unendlich  Weite  im  Rn  als  PunM  auffassen,  weil  es  bei  der 
stereographischen  Protection  "aus  einem  Punkte  hervorgeht; 
so  würden  wir  im  Falle  n  ==  2  (siehe  oben)  nicht  von  der 
unendlich  fernen  Geraden ,  sondern  vom  unendlich  fernen 
Punlde  der  Ebene  reden  müssen. 

Es  ist  jetzt  zu   zeigen,   dass  die  Form  W  in  der  That 

bei    allen    linaren    Transformationen,    welche    die   Gleichung 

«+1 

Xi'^l  =  0(^1  _i_9  in   sich  überführen,   in  ihrem  Charakter  un- 

geändert  bleibt. 

Ebenso  wie  F,  genügt  das  oben  eingeführte  W  zunächst 

der  Differentialgleichung  -k — ^  +  •  •  ■  +  o     2  =  ö,   da  es  sich 

CX-^  0  x^ 

ja  von  V  nur  durch  einen  von  x^^  .,.  Xn  unabhängigen  Factor 
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unterscheidet.  Ferner  enthält  W  gemäss  der  obigen  Defi- 
nition die  Variabein  Xn-\-i  und  Xn+2  nur  in  der  Verbindung 
Xn^i  —  ^n+2,  woraus  folgt 


^^n  +  1  ^^n+2 


0. 


Demnach   genügt   die  jetzt    betrachtete  Form    W  der  Diffe- 
rentialgleichung 


Mit  dieser  Gleichung  ist  nun  der  eigentliche  Charakter  der 
Form  TT  ausgesprochen;  denn  es  lässt  sich  zeigen,  dass  dieselbe 
unverändert  bleibt,  wenn  man  W  unter  Benutzung  der  Kugel- 

gleichung  ^^  x^  =  x^,^  irgendwie  modificirt,  nämlich  einen 

1 

/  n  +  l  \ 

Ausdruck    U  =  I  ^  x^  —  xl,^\  X(x^,  ...  Xn^2)  hinzufügt, 

worin  X  eine    ganz  beliebige   Form   vom ~-  **"  Grade 

bedeutet.     Dies  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.     Es  ist 

(n  +  l  \ 


n  +  l 


r-2—  =  -  2X  -  4^,+2  ^^  +  _^- 

also,   da   der  Factor  der  zweiten   Differentialquotienten   von 
X  gleich  Null  ist, 

»  +  1  n+2 

1        ^^h  ^^«  +  2  1  * 

nach   dem   Euler'schen  Theorem   über  homogene  Functionen 
ist  aber 

n  +  2 

^     ax         24-n  ^ 


'A 


folglich 
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d.  h.  ü  selbst,  und  daher  auch  das  modificirte  W  genügt  der 

oben   für   das   specielle  W  gefundenen   Differentialgleichung. 

Diese  letztere  bleibt  aber  bei  allen  linearen  Substitutionen 

M-f-l 

der  x^j  ..,Xn-\.2f  welche  die  Gleichung  ^  x^  ==  x^,,^    in   sich 


ren,  also  bei  allen  Inversionen  (oder  überhaupt  bei 
allen  Transformationen  durch  „  Kugelverwandtschaften ^*)  des 
Bny  unverändert,    aus   demselben   algebraischen   Grunde,   wie 

c^V        d^V        d^V 

ö-^  +  ^-T  +  ^-T  hei  allen  orthogonalen  Substitutionen  von 

Xj  y,  B  invariant  ist.     Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Zerlegt    man    eine   Fotentialfunction    des   Baumes   von   n 
Dimensionen^  unter  Anwendung  polysphärischer  homogener  Coor- 

dinaten,  welche  durch  die  Belation   x^xl  —  ocl,^  =  0  verbun- 

1 
den  sind,  durch   Abtrennung   eines  Factors,   der,   gleich  Null 

gesetzt,  den  ~  fach  gezählten  unendlich  fernen  Punkt  des  Rn 
darstellt,  so  bleibt  eine  homogene  Function  — k—^^"'   Crrades   der 

polysphärischen  Coordinaten,  eine  JPotentialform  (K.),  übrig, 
welche,  wie  man  sie  auch  durch  die  zwischen  den  polysphärischen 
Coordinaten  bestehende  Belation  umgestalten  mag,  der  partiellen 
Differentialgleichung 

^      o    2  o    2  ^ 

1         ^^h  ^^w-f-2 

genügt  und  demnach  ihren  CharaJcter  (der  eben  durch  diese 
Gleichung  bestimmt  ist)  bei  allen  Inversionen  des  Bn  behält*). 


*)  Führt  man  andere  polysphärische  Coordinaten  ein,  zwischen 
denen  die  Relation  ^i  "^>fc  a^^x^x^=  0  besteht,  so  lautet  die  Diffe- 
rentialgleichung für  die  Potentialform  W,  symbolisch  geschrieben: 
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Im  Falle  n  =  2  wird  W=Vi,  das  logarithmische  Potential 
bleibt  also  bei  der  Inversion  selbst  ein  solches,  wie  ja  hinläng- 
lich bekannt  ist  und  auch  schon  oben  hervorgehoben  wurde.  — 
Im  Falle  n  =  3,   d.  h.   wenn    es    sich    um    das    Newton' sehe 

Potential  handelt,  wird  IT  eine  Form  vom  Grade  —  —  •  Wendet 

i 

man  hier  die  vorhergehende  Entwicklung  speciell  auf  die 
gewöhnliche  Inversion  an,  so  gelangt  man  zu  dem  auf 
S.  197  angeführten  Thomson^ sehen  Satze,  wie  nachstehend  ge- 
zeigt werden  soll*). 


Sind 


y 


y    ffj    die    gewöhnlichen    rechtwinkligen  Coor- 

dinaten  im  Räume  von  drei  Dimensionen,  so  erhält  man 
polysphärische  Coordinaten  x^,  ,  .  .  x^,  zwischen  welchen  die 
Relation  x^^  +  X2^  +  x^^  +  x^'^  —  x^^^  =  0  besteht,  wenn 
man  setzt: 


'■«  +  2,1 


dx^ 


%  +  2,l 

_d 


«H-2,«+2  ^x 


w  +  2 


dx, 


«  +  2 


>r=o. 


wobei  unter  einem   bei  Ausrechnung    der  Determinante    entstehenden 
W  der  Differentialquotient 


Producte 


dx,     dx. 


dxj^dx^ 


zu  verstehen 


ist.  Diese  Gleichung  bleibt  unverändert  bei  allen  linearen  Trans- 
formationen, welche  ^  ^  a^^x^x^=  0  ungeändert  lassen.  W  wird 
in  diesem  Falle  aus  dem  Potential  V  erhalten  durch  Abtrennung  eines 


Factors  von  der  Form 


n+2 


,  welcher  gleich  Null  gesetzt 


wieder  den  unendlich  fernen  Punkt  des  B,^  darstellt,  und  dessen 
Coefficienten  A^  daher  keiner  anderen  nothwendigen  Bedingung  unter- 
liegen, als  dass  die  mit  den  A.^  geränderte  Determinante  der  a^  ^,  gleich 
Null  ist. 

*)  Vergl.  Darboux,  Compt.  Rend.  LXXXUl  (2),  1.  c. 
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x^  =  2xtj    x.^  =  2yty    x.^  =  2zty 

^•4  =  -  {^'  +  f  +  ^')  + 1\  ^5  =  -  {^'  +  f  +  ^'  +  n. 

die  fünf  festen  Kugeln  des  pentasphärischen  Coordinatensystems 
im  B^  sind  hier:  die  drei  Coordinatenebenen  (zu  denen  jedes- 
mal die  unendlich  ferne  Ebene  resp.  der  unendlich  ferne 
Punkt  {t  ==  0)  zugehört),  die  Binheitskugel  um  den  Coordi- 
natenanfangspunkt,  die  Kugel  vom  Radius  i  mit  demselben 
Mittelpunkte.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  drücken  sich 
dann  wie  folgt  durch  x^,  .  .  .  x^  aus: 

t  X^  —  X^         t  X^  —  X^  t  X^        Xq 

und  es  ist 

^'  =  Y  K  —  %)  ;        ^'  +  !/'  +  ^^  =  —  Y  fe  +  ^5)  •        ' 

Der  Inversion  in  Bezug  auf  die  Kugel 

^  +  f  2  +  72  =  1     oder     a?4  =  0, 

1     .        1  ,         ic   .  xt  y   .  yt  z   .  2t 

bei  welcher  —  m  -^~. — s— ; — 5,  ^  m  -«  7    o— i — s»  :r  m  -^n — sT-i 

übergeht,  entspricht  also  die  Vertauschung  von  x^^  mit  —  x^^. 
Nun    ist    nach    der    Definition    der    Potentialform    W,    wenn 

/x       y        z\  d^V        dW       d^V 

^  \T  •   T'  t)  ^^'  Gleichung  ^  +  ^  +  ^  =  0  genügt, 

einerseits, 
andererseits 

r  ( ^~ ]  =  V  (—^ ) 

=  y2-y,?+^-i-0K  W{x,,  .  .  .  X,). 
Da  nun  W  die  Gleichung 

d'W       d'W      d^W      d'W      d'W  _ 

oder,  weil  ic^  und  x^  nur  in  der  Verbindung  x^  —  iCr,  vor- 
kommen,  ^ ^^,  +  -_  +  ^^_,  ==  -^^.  +  ^-^  +  -^  =  0  er- 
füllt,  so  genügt 
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t y  /  xt  yt  zt  \ 

|/^.2  -f  2/«  +  0«   ^{x'^y'^z^'   x'J^y'+z^^   ^*  +  2/' +  W 

derselben    Differentialgleichung   in   Bezug    auf  x,  y,  z,    wie 
— ,  Y )    7/  •    ^^^^  ^^^  ^^®^  gerade  der  Thomson'sche  Satz, 

welcher  ja  aussagt,  dass  -  F(  — ,  —  ,  —  I,  wo  r  für  yc^-^-y^-^-z^ 
steht,  ein  Potential  ist,  falls   ViXj  «/,  ;&)  ein  solches  ist. 

Doch  kehren  wir  zur  allgemeinen  Betrachtung  zurück.  — 
Die  vorhergehende  Erörterung  zeigt  auf  das  Deutlichste,  äass 
für  die  Fotentialfunctionen  das  unendlich  Weite  Iceine  wesentlich 
ausgezeichnete  Rolle  spielt-^  denn  die  durch  Abtrennung  eines 
einfachen  algebraischen  Factors  erhaltene  Potentialform  bleibt 
ja  bei  der  Inversion  eine  solche,  d.  h.  die  für  sie  charakte- 
ristische Differentialgleichung  ändert  sich  dabei  nicht. 

Anders  liegen  die  Verhältnisse  bei  den  der  partiellen 
Differentialgleichung 

Am  +  Jc^u  =  0 

genügenden  Functionen.     Diese  Gleichung   nimmt   bei  Ein- 
führung der  homogenen  Variabein  «/j,  .  .  .«/n+i  die  Form  an 

oder  bei  Einführung  der  durch  die  Relation  ^   xl  =  Xn-^^ 

1 

verbundenen  Variabein  x^^  .  .  .  Xn^2  die  Form: 

dx,^-^'"-^  dx^^-^lx^^.-x^^.y-''' 

Zerlegt  man  nun,  analog  wie  beim  Potential,  u  in 

n— 2 
{Xn  +  1  —  Xn  +  2)    ^     '  «^, 

SO  ergiebt  sich  für  die  Form  w  die  Differentialgleichung 
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In  dieser  ändert  sich  nun  hei  linearen  Transformationen^  welche 

Xf  ^h  — xi+2  in  sich  selbst  überführen  j  zwar 

1 


nicht  j  wohl  aber  der  Nenner  des  mit  w  selbst  proportionalen 
Gliedes;  die  Form  w  behält  also  bei  einer  Inversion  ihren 
Charakter  nicht.  Hieraus  ist  ersichtlich^  dass  sich  die  Func- 
tionen u  im  Unendlichen  ganz  anders  verhalten  müssen,  wie 
in  irgend  einem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte.  Man  über- 
zeugt sich  nun  leicht  entweder  durch  das  oben  bei  den 
Potential functionen  angegebene  Verfahren  oder  durch  directe 
Umrechnung,  dass  in  Folge  der  gewöhnlichen  Inversion  (vom 
Nullpunkte  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  x^  y,  z 
aus  und  mit  dem  Transformationsradius  Eins)  zu  dem  Gliede 

Ic^u  der  Differentialgleichung  der  Factor  —hinzutritt]  d.h.  also, 
wenn  u(Xj  y^  z)  eine  Lösung  von  Au  -{-  h^u  ==  0  ist,  so  ge- 
nügt — -wf-^,  ^,  ~\  z=  u    der  Differentialgleichung: 

Der  Factor  von  k^u'  wird  im  Nullpunkte,  welcher  dem  ur- 
sprünglichen unendlich  fernen  Punkte  entspricht,  unendlich 
gross  vierter  Ordnung;  folglich  ist  erster  er  ein  singulärer  Punkt 
der  Differentialgleichung,  und  man  kann  auch  sagen,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  ist  ein  singulärer  Punkt  der  Differential- 
gleichung Au  +  k^u  =  0.  Dies  gilt  in  gleicher  Weise  für 
die  Ebene  und  für  den  Raum;  denn  der  bei  der  Inversion 
hinzutretende  Factor  ist  beidemal   derselbe.  — 

Beispiele  für  das  Verhalten  von  Functionen  u,  die  der  Glei- 
chung Au-\-k^u=0  genügen,  im  Unendlichen  gewinnt  man,  wenn 
man  die  Inversion  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten 
Particularlösungen  anwendet.  So  ergiebt  sich,  dass  sich  im 
Räume    von    drei    Dimensionen    die    nur    von   r    abhängige 

k  k 

Lösuns;  im  Unendlichen  verhält,  wie  Ar  cos (-  Br  sin  — 

in   der  Nähe   von   r  =  0'   die   Function   selbst   wird    also   in 
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dem  singulare!!  Punkte  zwar  unendlich  klein,  aber  die  erste 
Ableitung  nach  r  wird  schon  imendlich  gross  (die  Function  macht 
bei  Annäherung  an  den  Nullpunkt  unendlich  viele  unendlich 
kleine  Oscillationen),  so  dass  !nan  es  mit  einem  wesentlich 
singulären  Punkte  der  Function  zu  thun  hat.     In  der  Ebene 

genügt  u  (—r^j  -~j  selbst  der  durch  den  Factor  -^  modificirten 
Differentialgleichung  und  verhält  sich  im  Nullpunkte  wie 
Jq  ( — ]  oder  Y^  ( — ] ,  besitzt  also  daselbst  ebenfalls  unend- 
lich grosse  Ableitungen.  — 

Wegen  dieses  singulären  Verhaltens  der  Lösungen  von 
^11  -\-  Wu  =  0  (und  den  verwandten  Differentialgleichungen) 
im  Unendlichen  ist  von  vornherein  gar  nicht  zu  erwarten,  dass 
Sätze  über  die  Functionen  u,  welche  für  ganz  im  Endlichen 
liegende  Bereiche  abgeleitet  sind,  auch  für  Gebiete,  die  sich 
in's  Unendliche  erstrecken,  entweder  direct  oder  doch  nach 
geringer  Modification  noch  Gültigkeit  behalten,  wie  man  dies 
aus  der  Potentialtheorie  gewohnt  ist;  in  vielen  Fällen  wird 
dies  thatsächlich  nicht  der  Fall  sein,  und  immer  wird  jene 
Uebertragung  von  Resultaten,  die  für  endliche  Gebiete  ge- 
wonnen sind,  grosse  Vorsicht  erfordern.  Aus  diesem  Grunde 
werden  wir  uns  im  Folgenden  in  der  Regel  genöthigt  sehen, 
uns  auf  die  Betrachtung  der  Functionen  u  in  endlicJien  Ge- 
bieten zu  beschränken. 

§  3.    Darstellung  von  u  durch  ein  Rand-  oder  Oberflächen- 
integral    auf  Grund    des   Green'sehen   Satzes.     Allgemeine 
Sätze  von   H.  Weber.     Weitere  Folgerungen  aus  dem 
Green'schen  Satze. 

Bekanntlich  hat  Riemann  die  Stetigkeit  eines,  gewissen 
Voraussetzungen  genügenden,  übrigens  aber  beliebigen  loga- 
rithmischen Potentials   F(a;,  y)  aus  der  Formel  bewiesen: 

wo  das  Integral  längs  irgend  einer  den  Punkt  x^  y  um- 
schliessenden  Curve  zu  erstrecken  ist,  und  r  die  Entfernung 
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eines  Elementes  ds  dieser  Curve  vom  Punkte  x,  y  bezeichnet. 
Dieses  Beweisverfahren  hat  nun  H.  Weber  in  seiner  mehrfach 
genannten  Abhandhmg  (Math.  Ann.  1)  auf  die  Lösungen  der 
partiellen  Differentialgleichung  Art  +  li^u  =  0  in  der  Ebene 
übertragen.  Es  lässt  sich  nämlich  der  Werth  von  u  in  irgend 
einem  Punkte  x^,  y^  ebenfalls  durch  ein  längs  einer  ge- 
schlossenen, denselben  umschliessenden  Curve  gebildetes  In- 
tegral darstellen,  welches  sich  von  dem  obigen  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  die  Bessel'sche  Function  zweiter  Art  Y^ihr) 
an  Stelle  von  log  r  steht.  Dies  ergiebt  sich,  wie  beim  loga- 
rithmischen  Potential,  durch  Anwendung  des  Green' sehen  Satzes : 

(^^)  Sj (t^ %-+%%) ^"""^y -  j ""'t^^' 

—  /   /  uAu'dxdy^l  u'-^ds — /   /  u'Audxdy 

auf  einen  Bereich,  aus  welchem  der  Punkt  Xq,  y^  durch  einen 
kleinen  Kreis  ausgeschnitten  ist,  so  dass  die  Randintegrale 
aus  einem  längs  der  Randcurve  s  und  einem  längs  jenes 
kleines  Kreises  zu  nehmenden  Theile  bestehen,  wobei  n  immer 
die  nach  Aussen  gerichtete  Normale,  also  auf  dem  Kreise 
dem  von  Xq,  y^  aus  gerechneten  Radius  r  entgegen  gerichtet 
ist.  Setzt  man  nun  für  u  eine  Lösuug  der  Differential- 
gleichung   ä^u  -\-  h'^u  =  0,    für   w"    die    specielle    Lösung 

—  Y^^(Jcr)J   welche    im   Punkte    Xq,  y^    unendlich    gross    wie 

—  log  r  wird,  so  wird   /    /  uAu'dxdy  =11  u'Au'dxdy^ 

und  es  bleibt  von  den  Integralen,  welche  über  den  um  Xq,  y^ 
beschriebenen   Kreis   zu   erstrecken   sind,   wenn   derselbe   un- 
endlich klein  wird,  nur    /  ü  ^^^  ds  übrig,  dessen  Grenz- 
werth  =  27iu(xQy  y^  ist.     Folglich  erhält  man 
(60)      u{x„  y„)  =  ^f  («^^-11  Y,(lc?)]ds. 

Wenn  diese  Formel  gilt,  so  ist  u(Xqj  y^)  im  ganzen  von 
der  Curve  s  umschlossenen  Gebiete  eine  analytische  Function. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Green- 
sche    Gleichung   (59)   überhaupt    gültig  ist    und   in   die   vor- 
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stehende  (60)  übergeht,  das  heisst,  unter  welchen  nur  die 
oben  erwähnten  Integrale  übrig  bleiben,  dagegen  diejenigen 
verschwinden,  welche  über  die  etwaige  Unstetigkeitspunkte 
und  Unstetigkeitslinien  von  u  ausschneidenden  Curven  zu 
erstrecken  sind,  ergiebt  sich  daher  der  folgende,  von  H.  Weber 
aufgestellte  Satz: 

Wenn  eine  Function  u  in  einem  endlichen  ebenen  Bereiche 
nur  ausserwesentlich  singulare  Punkte  in  endlicher  Anzahl  besitzt 
und  den  Bedingungen  genügt^  dass  die  Tunkte,  in  denen  die  Diffe- 
rentialgleichung h,u  -{•  k^u  =  0  nicht  erfüllt  ist,  keine  Fläche^ 
die  Punkte,  in  denen  u  unstetig  ist,  keine  Linie  erfüllen,  dass 

ferner  an  jedem   Unstetigkeitspunkte  Q  ^    wiit  dem  von  letzterem 

aus  gerechneten  Badiusvector  q  unendlich  klein  wird,  dass  die 
Bifferentialquotienteot  von  u  nach  der  Normale  einer  beliebigen 
Linie  stets  beiderseits  gleich  sind,  und  dass  endlich  keine 
durch  Äenderung  des  Werthes  von  u  in  einzelnen  Punkten  heb- 
baren Unstetigkeiten  vorhanden  sind,  so  ist  die  Function  u  nebst 
allen  ihren  Differentialquotienten  im  ganzen  Bereiche  endlich 
und  stetig. 

Unter  entsprechenden  Voraussetzungen  lässt  sich  für 
die  Lösungen  von  Au-{-k'^u  =  0  im  Räume  von  drei  Dimen- 
sionen die  Darstellung 

,^^s        /  N  ^     i*  r  \  -    ^   fcoa  Jcr\       du  cos  kr]    , 

(61)   «K,y„,^„)=--jj   |„_(^_-j__._-jrfo 

ableiten,  worin  das  Doppelintegral  über  irgend  eine,  den 
Punkt  x^,  2/o>  ^0  S^*^^  umschliessende  Fläche  zu  bilden  ist; 
hieraus  folgt  dann  wieder,  dass  u  eine  analytische  Func- 
tion von  Xq,  2/o)  ^0  ^^^'  I^iese  Darstellung  durch  ein  Ober- 
flächenintegral findet  sich  zuerst  bei  H.  v.  Heimholte  in 
der  schon  früher  erwähnten  Arbeit  (Crelle's  Journal  Bd.  57), 
welche  überhaupt  die  erste  allgemeine  Untersuchung  über 
die  Differentialgleichung  Aw  +  k^u  =  0  enthält,  sodann 
wieder     bei    Mathieu*)     und     Poincare**).      Letzterer     hat 

*)  Theorie  des  Potentials,  Capitel  III,  §  10. 
**)  Amer.  Journ.  of  Math.  XII,   §  4. 
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sie  benutzen  wollen,  um  die  Stetigkeit  der  ausgezeich- 
neten Lösungen  zu  beweisen;  dies  hat  aber,  abgesehen 
davon,  dass  seine  Entwickelungen  (schon  wegen  Unter- 
drückung der  nöthigen  Voraussetzungen)  nicht  ganz  einwurfs- 
frei sind,  wenig  Werth,  solange  die  Existenz  der  ausgezeich- 
neten Lösungen,  also  solcher,  welche  in  einem  gegebenen 
Gebiete  nicht  unendlich  gross  werden  und  an  der  Oberfläche 

der   Bedingung  /it*  -|-  0—  =  0  genügen,   nicht  mathematisch 

bewiesen  ist;  Poincare  giebt  dies  übrigens  auch  selbst  zu. 

Liegt    der   Punkt  x^,  1/0    ^^^^  ^o'  2/o»  -^o    CLUSserhalh    des 
Gebietes,  über  dessen  Begrenzung  die  Integrale  in  (60)  oder 

(61)  genommen  werden,  so  sind  dieselben  nicht  gleich  u(Xq,  y^) 
bezw.  u(Xqj  2/o>  -^o)?    sondern   gleich   Null,    da  ja   dann   auch 

Yo(Ä;r)  oder  — ^ —    im  ganzen  Bereiche    stetig  ist.     Ferner 

gelten  immer ^  sofern  u  in  demjenigen  Gebiete,  welchem  der 
Coordinatenanfangspunkt  (r  =  0)  angehört,  durchaus  endlich 
und  stetig  ist,  die  Gleichungen: 

(62)  J>^-f-V„(..)).s  =  0, 

welche  dem  Satze 

I  j—  ds  =  0     bezw.     /   1  ^  do  =  0 

der  Potentialtheorie  hinsichtlich  ihrer  Ableitung  aus  dem 
Green'schen  Satze  in  gewisser  Weise  entsprechen.  Für  die 
vorstehenden  Integrale,  welche  in  der  Potentialtheorie  den 
Werth  Null  haben,  erhält  man  dagegen  hier,  indem  man 
in  (59)  u'  =  u,  u"  =  Const.  setzt,  die  Relationen: 

Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  innerhalb  einer  geschlossenen  Curve 
oder  Fläche,  längs  welcher  ^  =  0    ist,    u    das    Vorzeichen 

Pockels,  Di£fereutialgleiohang.  14 


210  Ueber  die  Gleichung:  Au  +  Jc^u  =  0. 

wechseln,  also  längs  mindestens  einer  Curve  bezw.  Fläche  ver- 
schwinden muss. 

Diese  letzteren  Gleichungen  gestatten  übrigens,  wie  die 
entsprechenden  einfacheren  der  Potentialtheorie,  eine  einfache 
physikalische  Interpretation. 

Die  erste,  angewendet  auf  die  Schwingungen  einer 
Membran,  auf  deren  innere  Punkte  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  sagt  aus,  dass  die  Summe  der  am  Rande  der 
Membran  senkrecht  zu  deren  Ebene  wirkenden  Spannungs- 
componenten  in  jedem  Zeitmoment  gleich  der  Beschleunigung 
des  Schwerpunktes  der  Membran,   multiplicirt  mit  deren  Ge- 

sammtmasse,  ist;  denn  es  ist  Ic^  =  —  (-^j  ,  wenn  s  die  Dichte, 

T  die  Schwingungsdauer,  p  die  Spannung  bezeichnet.  (Dieser 
Satz  gilt  für  ein  beliebig  abgegrenztes  Stück  einer  Membran; 
auf  ein  unendlich  kleines  Stück  angewendet,  kann  er  umge- 
kehrt zur  Ableitung  der  Bewegungsgleichung  dienen,  wie  es 
z.  B.  in  Rayleigh's  „Theorie  des  Schalles ^^  geschehen  ist.) 
Beim  Problem  der  einfachen  harmonischen  Luftschwingungen 
bedeuten  obige  Gleichungen,  dass  durch  irgend  eine  gedachte 
geschlossene  Fläche,  in  deren  Innerem  sich  kein  Erregungs- 
punkt befindet,  in  jedem  Zeitelement  ebensoviel  Luft  aus- 
tritt, als  die  Gesammtänderung  der  Dilatation  der  einge- 
schlossenen Luftmasse  beträgt.  (Vergl.  I,  §  1,  a.)  Für  die 
stationäre  Wärmeströmung  in  einer  frei  ausstrahlenden  Platte 
ist  die  Bedeutung  der  Gleichung 


Ju^'=-fS^'"''^f 


unmittelbar  evident  (vergl.  I,  §  2,  b).  Für  die  Erkaltung 
eines  leitenden  Körpers,  der  keine  Wärmequelle  enthält,  nach 
dem  Gesetze  e~^'^^^^  lässt  sich  die  entsprechende  Relation 
dahin  deuten,  dass  die  durch  irgend  eine  innerhalb  des  Kör- 
pers construirte  geschlossene  Fläche,  insbesondere  durch 
seine  Oberfläche,  in  dem  Zeitelemente  dt  hindurchströmende 
Wärmemenge  stets  proportional  ist  der  im  Innern  enthal- 
tenen gesammten  Wärmemenge  (sofern  man  diese  von  der 
Temperatur  der  Umgebung  an  rechnet);  die  Erkaltung  geht 
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daher  ebenso  vor  sich,  als  ob  jedes  Theilchen  des  Körpers 
für  sich  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  nach  aussen  Wärme 
ausstrahlte.  — 

Besitzt  die  Function  u,  auf  welche  der  Green'sche  Satz, 
während  it"  =  Const.  gesetzt  ist,  angewendet  wird,  innerhalb 
des  betrachteten  Gebietes  Unstetigkeitspunkte ,  in  denen  sie 
unendlich    gross   wird    wie    —  «^^^(^r)  im   Fall   der   Ebene 

COS  ICT* 

oder  wie  a/, im  Fall  eines  räumlichen  Gebietes,  so  er- 

giebt  sich  auf  bekannte  Weise: 

I  ~  ds  = —  I  I  ¥udf — 23g  x^cLh    bezw. 

welche  Gleichungen  sich  für  Membranen,  auf  die  in  ein- 
zelnen Punkten  periodische  Kräfte  wirken,  für  schwingende 
Luftmassen,  die  einfache  Erregungspunkte  von  den  In- 
tensitäten tth,  sowie  für  erkaltende  Körper  oder  ausstrahlende 
Platten,  die  Wärmequellen  von  den  Ergiebigkeiten  ah  ent- 
halten, wieder  in  dem  oben  erörterten  Sinne  deuten  lassen. 
Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  für  die  soeben  betrach- 
teten Functionen  u  mit  ünstetigkeitspunkten  die  Gleichungen 
bestehen 

j  j  1»  ?^  (-— )  -  a^ -^r "  =  4^  Z' «'•  ~1— ' 

worin  r^  die  Entfernung  des  h^^^  Unstetigkeitspunktes  von 
dem  beliebig  gewählten  Nullpunkte  bezeichnet.  Bei  specieller 
Wahl  des  letzteren  können  daher  die  auf  der  linken  Seite 
stehenden  Integrale  auch  dann  gleich  Null  werden,  wenn  die 
Function  u  Unstetigkeitspunkte  besitzt.  Die  vorstehenden 
Gleichungen,  oder,  wenn  man  will,  die  Gleichungen  (64),  ent- 
sprechen den  für  die  Potentialfunctionen  geltenden  Gauss- 
schen  Sätzen*) 


*)  Diese  und  die  übrigen   in  diesem  und  dem  folgenden  Para- 
graphen berührten  Sätze  der  Potentialtheorie  finden   sich  zuerst  aus- 

14* 
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f 
ff 


dv  .  1   V 

^-  ds  =  —  ii—  //  ^h 


^-läo=-^^- 


bezw. 

/*  /* 

^  dO  =    —   -r-    ^,^h' 

on  4 TT  .^^ 

Diejenigen  Relationen,  welche  sich  aus  dem  ersten  Theile 
der  Gleichung  (59)  ergeben,  wenn  man  für  u  und  u"  zwei 
verschiedene  oder  eine  und  dieselbe  Lösung  von  Am  +  h^u  =  0 
oder  der  allgemeineren  Differentialgleichung  (13)  setzt,  wur- 
den bereits  in  II,  §  4,  S.  57  — 59  aufgestellt  und  mehrfach 
benutzt.  — 

Eine  weitere  Folgerung  aus  dem  Green'schen  Satze  ist 
folgender  Satz: 

Eine  Lösung  u  der  Differentialgleichung  Au-{-¥u  =  0  in 
der  Ebene,  welche  längs  eines  beliebig  hurten  OurvenstücTces, 
oder  eine  solche  im  Baume,  welche  längs  eines  beliebig  Meinen 
Flächenstüches  sugleich  mit  ihrer  ersten  Ableitung  nach  dessen 
Normale  verschwindet^  ist  überhaupt  identisch  gleich  Null. 

Um  diesen  Satz  für  die  Ebene  zu  beweisen,  setze  man 
(nach  H.  Weber)  in  der  Green'schen  Gleichung 

/   /    {uhu" — u"Au')df  =  I    [ü' -^ ü"  -^jds 

für  u  jene  Lösung  u  und  für  u'  das  logarithmische  Potential 
log  -^  j  wobei  der  Nullpunkt  und  der  Radius  B>  so  gewählt 
werde,     dass    von    demjenigen    Curvenstück,    auf    welchem 

w  =  ^-  =  0  ist,   und  von  dem  Kreise  mit  dem  Radius  R 

on  ' 

ein  Flächenstück  begrenzt  wird,  innerhalb  dessen  und  auf 
dessen  Begrenzung  u  das  Vorzeichen  nicht  wechselt;  dies 
kann  man  (sofern  unendlich  dichte  Häufung  singulärer  Punkte 

gesprochen  in  der  1840  erschienenen  berühmten  Abhandlung  von  Gauss: 
„Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse 
des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungs- 
kräfte";  die  Formel  (59),  aus  welcher  sie  alle  unmittelbar  ableitbar 
sind,  ist  aber  schon  1828  von  G.  Green  in  seinem  „Essay  on  the 
application  of  mathematical  analysis  to  the  theories  of  electricity  and 
magnetism"  (wieder  abgedruckt  in  Crelle's  Journal  39,  44  und  47  und 
in  Grecn's  Math.  Papers,  London  1871)  aufgestellt  worden. 
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und  wesentlich  singulare  Punkte  ausgeschlossen  werden)  jeden- 
falls dadurch  erreichen,  dass  man  jenes  Flächenstück  hin- 
reichend klein  macht.  Der  Green'sche  Satz,  auf  das  letztere 
angewendet,  ergiebt  dann: 

Das  Randintegral  verschwindet  für  das  Curvenstück,  auf 
welchem  u  ==  ^—  =  0  ist,  und  reducirt  sich  auf 

für  den  Kreisbogen,  wobei  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt,  je  nachdem  r  die  äussere  oder  innere  Normale  des 
Kreisbogens  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  innerhalb  des  Flächen- 
stücks log  ^  <  0 ,  im  letzteren  >  0 ;  die  Gleichung 

/   /  li^u  '  log  '^  ^f  =  i:  ^   I  ^^5 

steht  demnach  im  Widerspruch  zu  den  obigen  Voraus- 
setzungen, ausser  wenn  u  constant  =  0  ist.  Man  kann  nun 
das  Flächenstück,  für  welches  jetzt  der  Satz  bewiesen  ist, 
successive  erweitern,  indem  man  immer  neue,  durch  eine 
innerhalb  des  vorher  betrachteten  Flächenstückes  liegende 
Curve  und  einen  neuen  Kreisbogen  begrenzte  Flächenstücke 
hinzufügt.  So  ergiebt  sich,  dass  die  Function  w,  soweit  sie 
überhaupt  mit  den  gewöhnlichen  Stetigkeitseigenschaften 
definirt   ist,   identisch  =  0  sein  muss.     Für  den  Baum  ist 

der  Beweis  ganz  analog  zu  führen,   indem   statt  log  -^  das 

Newton'sche  Potential ^  und  statt  des  Kreises  natür- 

r        E 

lieh  eine  Kugelfläche  zu  Hülfe  genommen  wird. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieses  Satzes,  welcher  übrigens 
auch  für  die  Lösungen  der  allgemeineren  Differentialgleichung 
Au  -\-  ¥fu  ==  0  gilt,  wenn  f  eine  überall  positive  Orts- 
function  bezeichnet,  ist  die,  dass  eine  Lösung  u  in  einem 
ebenen  bezw.  räumlichen  Bereiche,  in  welchem  sie  die  be- 
kannten   Stetigkeitseigenschaften     besitzen    soll,    vollständig 
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hestimmt  ist,  sobald  längs  eines  noch  so  kleinen  Curven- 
bezw.  Flächenstückes    die   Werthe    von   u   und  -^    gegeben 

sind.  Dasselbe  gilt  offenbar,  wenn  die  Function  u  selbst,  im 
Falle  der  Ebene  für  ein  beliebig  kleines.  Fläcbenstück,  im 
Falle  des  Raumes  für  ein  beliebig  kleines  räumliches  Gebiet, 
gegeben  ist.  —  Diese  Eigenschaft  bildet  einen  wesentlichen 
Unterschied  zwischen  den  Lösungen  der  Differentialgleichungen 
vom  elliptischen  Typus  überhaupt  (vergl.  I,  B,  §  4)  und  denen 
der  Differentialgleichungen  vom  hyperbolischen  Typus,  z.  B. 

75—0^ — \-  li^u  =  0\  denn  für  die  letzteren  können  die  Werthe 

öxöy    '  ' 

von  ii  und  -k—  längs  einer  das  ganze  Gebiet  durchziehenden 

Curve,  sofern  dieselbe  nicht  gerade  eine  Charakteristik  ist, 
beliebig  vorgeschrieben  werden*).  Der  tiefere  Grund  dieses 
Unterschiedes  liegt  darin,  dass  stetige  Lösungen  einer  ellipti- 
schen Differentialgleichung  auch  analytisch  sind,  stetige  Lö- 
sungen einer  hyperbolischen  oder  parabolischen  Differentialglei- 
chung dagegen  'keineswegs  nothwendigerwdse.  — 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  ergiebt  sich  auch,  dass  zwei 
stetige  Functionen,  die  in  zwei  in  einer  Fläche  aneinander- 
grenzenden  Räumen  der  Differentialgleichung  Au  +  h^u  =  0 
genügen  und  an  jener  Fläche  nebst  ihren  Differentialquo- 
tienten nach  deren  Normale  übereinstimmen,  analytische 
Fortsetzungen  von  einander  sind,  was  v.  Helmholtz  1.  c.  auf 
etwas  andere  Weise,  nämlich  mit  Hülfe  der  Formel  (61), 
bewiesen  hat.  Ferner  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen  Satze 
unmittelbar,  dass  eine  Lösung  in  der  Ebene,  die  längs  einer 
Linie,  oder  eine  Lösung  u  im  Räume,  die  auf  einer  Fläche 
verschwindet,  beim  Ueberschreiten  dieser  Linie  bezw.  Fläche 
das  Vorzeichen  wechselt 

Eine  letzte,  aus  dem  Green'schen  Satze  ableitbare  Eigen- 
schaft   der    Functionen    u    wird    wegen    ihrer    besonderen 


*)  Yeigl.  Du  Bois-Reymond,  Crelle's  Journal  104,  1889  und  Picard, 
Memoire  sur  la  thäorie  des  ^quations  aux  därivöes  partielles  etc., 
Journal  de  Mathömatiques,  s6r.  4,  t.  VI  1890.  Chap.  II. 
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Wichtigkeit  und  der  weitläufigeren  Erörterungen,  zu  denen 
sie  Anlass  giebt,  im  folgenden  Paragraphen  besprochen 
werden. 

§  4.    Über  die  Linien  und  Flächen,  auf  welchen  die 
Functionen  u  verschwinden.     Reihenentwickelungen  für 
die  Functionen  u. 
a.    Analogon   zum  Gauss'schen  Mittelwerthsatse  der  Potential- 
theorie und  Folgerungen  über  die  Existeotz  von  Nulllinien  hezw. 

NullfläcJien. 
Bekanntlich  ist  der  Werth  einer  Potentialfunction  in 
irgend  einem  Punkte  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus 
den  Werthen  dieser  Function  auf  irgend  einem  um  diesen 
Punkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  bezw.  auf  einer 
um  ihn  beschriebenem  Kugelfläche,  vorausgesetzt,  dass  dieser 
Kreis  oder  diese  Kugel  keine  singulären  Punkte  jenes  Po- 
tentials umschliesst.  Dieser  Satz  ergiebt  sich  durch  Anwen- 
dung der  Gleichung 

oder 

auf  einen  Kreis  oder  eine  Kugel  mit  dem  Punkte  x^,  y^  oder 
Xq,  y^j  3^  als  Mittelpunkt;  denn  in  diesem  Falle  ist,  die  ge- 
wöhnlichen   Stetigkeitseigenschaften    von    V   vorausgesetzt, 

J-K—  ds  oder    /   1  ^^-  do  =  0,  sowie  — ^^  constant  =  — , 
on  J  J    cn  '  on  r  ' 

4 

-7y—  constant  ==  -^i-  • 

Um  zu  einem  entsprechenden  Satze  für  die  Lösungen 
von  t^u  -\-Wu  =  ^  zu  gelangen,  hat  man  die  Gleichungen 
(60),  (61)  und  (62),  (63),  welche  unter  den  hier  für  u  voraus- 
gesetzten Stetigkeitsbedingungen  gelten,  auf  den  um  den 
Punkt  a^o,  i/o  beschriebenen  Kreis  bezw.  die  um  ic^,  «z^,  z^ 
beschriebene  Kugel  anzuwenden.     Man  erhält  dann  aus  (60) 
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und    {^2)    für    die   Functionen   u    in    der  Ebene    die    beiden 
Gleichungen: 

(60')   «K,  y,)  =  ^  '-^'■'>  f  ud,p  -  ^  r„(A;.)/g  <i,p , 

0  .  0 

0  0 

und  ebenso  für  die  Functionen  u  im  Räume: 

/  N  r^     d    /cos  Ar  \    C  C-i 


u 
(61') 


,     r^    cos  kr     r  T  du    7 


,     r^     sm  A:r     i    i    cu    ^ 
+  - = —    /    /    ö-  ao. 

'    47r        r       J  J     or 

Hierin  bezeichnet  r  den  Radius  des  Kreises  bezw.  der 
Kugel,  dco  die  Oeffnung  des  von  x^,  y^,  ^^  ^^^  durch  die 
Begrenzung  des  Flächen  Clements  do  der  Kugel  hindurch  ge- 
legten Kegels. 

Multiplicirt  man  (60')  mit  J^ilr),  {(o2')  mit  —Y^{kr) 
und  addirt  dann  beide  Seiten  dieser  Gleichungen,  so  folgt 
(wenn  fortan  u^  statt  u{Xq,  i/o)  oder  n{xQy  y^,  Zq)  geschrieben 
und  der  Strich  über  r  fortgelassen  wird): 

0 

Nun  ist,  da  J^ikr)  und  Y^^kr)  beide  der  Differentialgleichung 
dr^  ~^  r  dr 


''^  +  y^  +  k^y^O 


dr  V-^o  dr         ''o   dr  /  ^  r  V^o   dr         "^^   dr  I        ^' 
Y  dJo__   T  dY,  ^   C^ 
«   dr  0    dr  r 

Der  Werth   der   Constanten    C  ergiebt    sich    =  —  1,    weil 


I 
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für  r  =  0  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  unendlich  gross 

wird,  wie ^ — -  = Demnach   lautet    die    obige 

^  dr  r  ° 

Gleichung  zwischen  Uq  und   dem   arithmetischen  Mittel  aus 

den  Werthen  ü: 

2ft 

(66)  ^o-'^o(H  =  2^  J  ^^9^. 

0 

Wenn  man  analog  mit  dem  Gleichungspaar  (61'),  (63') 
verfährt  und  dabei  berücksichtigt,  dass 

cos  kr    d    /sin  lcr\         sin  Ter    d    /cos  Tcr\  h 

r       dr  \     r      /  r       dr  \     r      /         r^ 

ist,  so  ergiebt  sich  für  das  arithmetische  Mittel  der  Werthe 
ü  auf  der  Kugel  vom  Radius  r  die  Relation: 


(67)  ""»--l^-^Jj^äm. 

Eliminirt  man  umgekehrt  aus  (60')  und  {ß2')  1  üd(pj 
aus  (61')  und  (63')  /  /  üdcn,  so  gelangt  man  zu  einfachen 
Beziehungen  zwischen  u^  und  dem  Mittelwerth  von  ö— ;  die- 
selben lauten: 

2n 

(68)  u^'hJ^ikr)  —  ~j  ll  ^9 , 

0 

(69)  «„.l(cos^r-^)  =  ^JJg<i«,. 

Die  Gleichungen  {^^),  (67)  gehen,  wenn  man  h  =  0  setzt, 
in  den  Gauss'schen  Mittelwerthsatz,   (68)  und  (69)   dagegen 

in  den  Satz    /    ^—  ds  =  0    bezw.      /   /    ^-  do  =  0  über. 
J     dn  J  J     dn 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  sich  die  beiden  ersten  auch 
direct  aus  der  in  Polarcoordinaten  transformirten  Differential- 
gleichung Am  -|-  li^u  =  0  ableiten  lassen,  indem  man  die- 
selbe über  einen  Kreis  oder  eine  Kugelfläche  integrirt;  auf 
diese  Weise  ist  die  Gleichung  (66)  zuerst  von  H.  Weber  (vergl. 
§  3  seiner  Arbeit  in  Math.  Ann.  1)  und  die  Gleichung  (67) 
von  V.  Helmholtz  aufgestellt  worden.  — 
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Diese  GleichuDgen  gestatten  nun  eine  Reihe  interes- 
santer Schlüsse,  welche  für  den  Fall  der  Ebene  grössten- 
theils  schon  von  H.  Weher  gezogen  worden  sind.  —  Aus 
{Q^)  und  (67)  folgt  zunächst,  wie  in  der  Potentialtheorie, 
dass  durch  einen  Punkt,  in  welchem  ^<(=  w^)  =  0  ist, 
mindestens  eine  Linie  hezw.  Fläche  hindurchgehen  muss,  auf 
welcher  u  verschwindet-^  denn  andernfalls  könnten  die  Mittel- 
werthe  auf  einer  um  jenen  Punkt  beschriebenen  Kreislinie 
bezw.  Kugelfläche  von  heliebigem  Radius  nicht  verschwinden, 
wie  es  doch  nach  den  genannten  Gleichungen  thatsächlich 
der  Fall  ist.  Ebenso*  ist  aus  (68)  und  (69)  zu  schliessen, 
dass  durch  einen  Punkt,  in  dem  Uq=  0  ist,  auch  mindestens 

eine  Linie  bezw.  Fläche  hindurchgeht,  längs  welcher  -k— 
verschwindet. 

Ferner  muss  u  auf  dem  Kreise  (der  Kugel)  vom  Radius  r 
den    Werth   u^J^ihr)    (bezw.  w^  —r-— )    mindestens   an   zwei 

Punlcten  (bezw.  auf  einer  geschlossenen  Curve)  annehmen, 
woraus  folgt,  dass  u  auf  mindestens  einer  durch  den  Punkt 
^0  7  Vo  (^0?  2/o?  ^o)  gehenden  nicht  geschlossenen  Curve  (Fläche) 
mit  wachsendem  r  dieselben  Werthe  in  derselben  Reihen- 
folge annimmt,  wie  iif^J^ilcr)  (bezw.  ^o  ~^~)  * 

Aus  dem  Mittelwerthsatze  der  Potentialtheorie  wird 
geschlossen,  dass  ein  Potential  für  einen  gegebenen  Bereich 
niemals  in  Punkten  im  Innern  desselben  Maxima  und  Minima 
erreicht.     Dieser  Schluss   lässt   sich   für   die   Functionen  u 

27t 

nicht  ziehen,  da  der  Mittelwerth  —  1  Udg)  bezw.  ^  1  1  üdc) 

0 

nicht  vom  Radius  r  des  Kreises  oder  der  Kugel  unabhängig  ist, 
und  in  der  That  zeigen  die  im  Theil  II  betrachteten  Beispiele, 
am  besten  das  des  Kreises,  dass  es  im  Innern  eines  Bereiches 
geschlossene  Curven  (bezw.  Flächen)  und  auch  PunUe  geben 
kann,  wo  u  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht.  —  Daher 
kann  man  auch  nicht  schliessen,  dass  die  Punkte,  in  denen 
u  =  Const.  ist,  immer  Curven  (bezw.  Flächen)  erfüllen,  wie 
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beim  Potential;  denn  für  bestimmte  Werthe  der  Constanten 
kaun  es  einzelne  Funkte  geben,  in  welchen  u  jenen  (Maximal- 
oder Minimal-)  Werth  annimmt. 

Besonders  interessant  ist  der  Umstand,  dass  es  solche 
Werthe  des  Radius  r  giebt,  für  welche  der  Mittelwerth  von 
ü  verschtvindet ,  ohne  dass  der  Werth  von  Uq  ==  0  ist;  es  sind 
dies  für  die  Ebene  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 

während  sie  für  den  dreidimensionalen  Raum  direct  angebbar, 
nämlich  =  -y  sind,  falls  n  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichnet.    Es  gilt  somit  der  Satz: 

Auf  einem  Kreise  lezw,  einer  Kugel  von  einem  dieser 
speciellen  Badien  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Werthen 
u  immer  gleich  Nullj  ganz  einerlei,  wo  der  MittelpunJct  liegt, 
sofern  nur  der  Kreis  oder  die  Kugel  Iceinen  singulären  PunM 
der  Function  u  umschliesst. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  irgend  eine  in  einem  gewissen 
Gebiete  der  Ebene  oder  des  Raumes  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Lösung  u  betrachtet,  dass  dieses  Gebiet  der  Ebene  von 
Linien,  oder  dieses  Raumgebiet  von  Flächen  durchsogen  ist,  auf 
welchen  u  verschwindet.  Die  Dimensionen  der  Bereiche,  in  welche 
die  Ebene  oder  der  Raum  durch  diese  Curven  oder  Flächen 
zerschnitten  wird,  sind  wenigstens  in  einer  Richtung  kleiner 
als  die  kleinste  Wurzel  von  J^ilcr)  in  der  Ebene  und  kleiner 

als  y  im  Räume  (oder  höchstens  gleich  diesen  Werthen  für 

ein  kreis-  bezw.  kugelförmiges  Gebiet);  demnach  ist  die  Ge- 
sammtzahl  jener  Bereiche,  falls  die  ganze  Ebene  oder  der 
ganze  Raum  in  Betracht  kommt,  jedenfalls  unendlich  gross. 
In  je  zwei  zusammenstossenden  Gebieten  hat  u  natürlich 
entgegengesetzte  Vorzeichen.  —  In  der  Existenz  dieser 
Nullcurven  oder  Nullflächen  zeigt  sich  ein  sehr  wesent- 
licher Unterschied  der  Functionen  u,  welche  der  Differential- 
gleichung Au-{-Jc^u  =  0  genügen,  gegenüber  den  Potential- 
'  functionen,  und  eine  klare  Analogie  zu  den  periodischen 
Functionen]  in  der  That  haben  wir  ja  auch  schon  besondere 
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Functionen  u  kennen  gelernt,  die  Producte  aus  trigonome- 
trischen Functionen  sind,  und  im  Falle  einer  Variabein  gehen 
die  Functionen  u  geradezu  in  sin  lex  und  cos  hx  über.  Man 
könnte  die  Lösungen  von  Au  -}-  Ic^u  =  0  oder  noch  allge- 
meiner diejenigen  der  Differentialgleichung  Aw  +  h^fu  =  0, 
worin  f  eine  durchaus  positive  analytische  Function  der 
Coordinaten  ist,  wegen  des  gerade  besprochenen  charakte- 
ristischen Verlaufes  wohl  zweckmässig  als  oscillirende 
Functionen  bezeichnen.  Specielle  Fälle  derselben  sind  die- 
jenigen Functionen  einer  Variabelo,  für  welche  wir  im  §  8 
des  IL  Theiles  das  Oscillationstheorem  bewiesen  haben. 

Es  muss  jedoch  ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass  das 
Vorstehende  nur  gilt,  wenn  h^  positiv  ist;  bei  negativem 
]c^  (=  —  ¥^)  existiren  keine  solche  Systeme  von  Nullcurven 
oder  Nullflächen,  da  die  Factoren  von  u^  in  (66)  und  (67) 

dann  J^Qi'ri)  und  — ^^^ heissen  und  somit  für  keinen 

reellen  Werth  von  r  verschwinden.  Das  Verhalten  der  zu 
negativem  h^  gehörigen  Functionen  u  ist  daher  demjenigen 
der  Potentialfunctionen  viel  ähnlicher. 

Die  betrachteten  Nullcurven  und  -Flächen  sind  physi- 
kalisch zu  deuten  als  die  Knotenlinien  einer  unhegremten 
homogenen  und  gleichmässig  gespannten  Membran  bezw.  als  die 
Bäuche  (Flächen,  auf  welchen  keine  Bewegung  der  Theilchen 
stattfindet)  hei  den  stehenden  Schwingungen  des  unbegrenzten 
Luftraums  bei  gegebener  Schwingungsdauer,  Hiernach  ist  plau- 
sibel, dass  sie  auch  für  die  Functionen,  welche  der  allge- 
meineren ^  den  Schwingungen  inhomogener  Membranen  oder 
Luftmassen  entsprechenden  Differentialgleichung 

Aw  +  h^fu  ==  0 
genügen,    existiren    müssen,    sofern    die    Function  f  überall 
positiv  ist.     Ein   mathematischer   Beweis   hierfür  ist  jedoch 
bisher  nicht  erbracht. 

Gemäss  den  Gleichungen  (68)  und  (69)  giebt  es  bestimmte 
Radien  r  von  der  Art,  dass  auf  jeder  Kreislinie  bezw.  Kugel- 
fläche, welche  mit  einem  dieser  Radien  um  einen  beliebigen 
Mittelpunkt   beschrieben   ist,   das    arithmetische   Mittel    der 


I 
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Werthe  ^  gleich  Null  ist;  auf  jedem  dieser  Kreise  oder 
Kucrelflächen  muss  daher  ;^-  mindestens  zweimal  das  Zeichen 

wechseln.  Hieraus  lässt  sich  weiter  folgern,  dass  es  unend- 
lich viele  Curven   in   der  Ebene   bezw.  Flächen   im  Räume 

giebt,  längs  welcher  ^  (die    Ableitung  nach    der    Normale 

dieser  Curven  oder  Flächen)  verschwindet.  Die  Existenz 
dieser  Curven  (Flächen)  ist  indessen  schon  aus  ihrer  Eigenschaft 
als  orthogonale  Trajectorien  der  Curven  (Flächen)  u  =  Const. 
zu  erschliessen,  welche  letzteren  nach  dem  vorhin  über  die 
Theilung  der  Ebene  bezw.  des  Raumes  durch  die  Nulllinien 
bezw.  Nullflächen  Gesagten  in  unendlich  grosser  Anzahl 
(die  ganze  Ebene  bezw.  den  ganzen  Raum  erfüllend)  vorhanden 
sind.  Ausser  auf  diesen  orthogonalen  Trajectorien  verschwin- 
det übrigens  ^  auch  noch  längs  solcher  Curven  bezw.  Flächen, 

auf  welchen  u  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  besitzt. 
(Vergl.  das  Beispiel  der  ausgezeichneten  Lösungen  für  Kreis 
und  Kugel.)    Ueber  die  durch  diese  Curven  und  Flächen,  auf 

welchen  ^  =  0  ist,   erzeugte  Zerschneidung  der  Ebene  und 

des  Raumes  Hessen  sich  ganz  ähnliche  Betrachtungen  an- 
stellen, wie  über  die  Zerschneidung  durch  die  Nullcurven 
und  Nullflächen  der  Functionen  w.  Wir  werden  uns  im 
Folgenden  aber  auf  die  letzteren  beschränken,  theils  der 
grösseren  Anschaulichkeit  halber,  theils,  weil  die  üebertra- 
guug  der  folgenden  Resultate   auf  die  Curven  und  Flächen, 

für  welche  ^  =  0  ist,  keinerlei  Schwierigkeiten  darbietet. 

b.  Betrachtung  der  m  einem  gegebenen  Werthe  h^  gehörenden 
Elementarhereiche,    Gesetzmässigkeiten  in  der  Gestalt  derselben. 

Wie  wir  gesehen  haben,  giebt  es  für  irgend  eine  in 
einem  Theile  der  Ebene  eindeutige,  endliche  und  stetige,  der 
Differentialgleichung  Au  +  h^u  =  0  genügende  Function 
eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  von  Nulllinien)  die- 
selben können   theils    in    sich    geschlossen    sein,    theils    in's 
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ünendliclie  verlaufen,  immer  aber  tJieilen  sie  das  betrach- 
tete Gebiet  der  Ebene  in  Bereiche,  deren  Dimensionen  wenig- 
stens in  einer  Richtwtg  endlich  sind.  Ganz  Analoges  gilt 
für  die  Functionen  u  im  Baume.  Diese  Bereiche  nun,  inner- 
halb welcher  die  gerade  betrachtete  Function  u  ihr  Vorzeichen 
nicht  wechselt  und  an  deren  Bande  sie  verschwindet,  sollen  die 
zu  ihr  gehörigen  Elementarbereiche  genannt  werden.  Man  kann 
sich  also  die  Aufgabe  stellen,  für  einen  gegebenen  Werth  W 
und  eine  gegebene  Lösung  von  Aw  +  Ä;^^*  =  0  die  zuge- 
hörigen Elementarbereiche  zu  bestimmen,  oder  aber  man  kann 
auch  nur  den  Werth  von  li^  als  gegeben  betrachten  und  nach 
zu  ihm  gehörenden  Elementarbereichen  fragen,  deren  es 
dann  natürlich  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  giebt.  Diese 
letztere  Fragestellung  ist  gerade  die  ümkehrung  von  der- 
jenigen, welche  uns  im  Theil  II  beschäftigte,  wo  die  zu  einem 
gegebenen  Bereiche,  an  dessen  Rande  u=0  sein  sollte,  gehören- 
den Werthe  von  h^  zu  ermitteln  waren.  Wie  dort  von  aus- 
gezeichneten Werthen  von  h^  für  einen  gegebenen  Bereich 
die  Rede  war,  so  könnte  man  auch  umgekehrt  von  „a?(5- 
gemchneten  Bereichen''^  (d.  h.  ausgezeichneten  ßegrenzungs- 
curven  oder  -Flächen)  sprechen,  die  zu  einem  bestimmten 
Werthe  k^  gehören.  — 

Physikalisch  würde  die  jetzt  besprochene  Problemstellung 
z.  B.  lauten:  Es  soll  die  Gestalt  solcher  homogener  Membranen  ge- 
funden werden,  welche  einen  und  denselben  bestimmten  Grundton 
geben.  Bei  den  Functionen  u  im  Räume  wäre  eine  Problemstel- 
lung von  anschaulicher  physikalischer  Bedeutung  (nämlich  etwa 
diese:  die  Gestalt  geschlossener  Lufträume  zu  finden,  welchen 
ein  gegebener  Grundton  zukommt)  wohl  nur  dann  möglich, 
wenn    diejenigen    Elementarbereiche    betrachtet   würden,    an 

deren  Begrenzung  ^  =  0  ist,  was  ja  nach  dem  oben  Ge- 
sagten in  derselben  Weise  geschehen  könnte,  wie  bei  der  Grenz- 
bedingung ü  =  0. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  jede  beliebige  in  einem 
Theile  der  Ebene  bezw.  des  Baumes  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Lösung  von  L.u  -\-  h^u  =  0  für  bestimmte  Bereiclie  eine 
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„ausgezeichnete  Lösung^'  in  dem  früher  definirten  Sinne,  so 
dass  also  bei  der  jetzigen  Betrachtungsweise  der  Unterschied 
zwischen  ausgezeichneten  und  allgemeinen  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung verschwindet.  — 

Wir  wollen  nun  zunächst  einen  Satz  ableiten,  welcher 
geeignet  ist,  die  Vorstellung  von  der  Theilung  der  Ebene 
(oder  des  Raumes)  in  Elementarbereiche  etwas  klarer  zu 
machen,  nämlich  den  Satz,  dass  man  0wei  zu  einem  und  dem- 
selben li^  gehörige  Elementarhereiche  nie  so  über  einander  legen 
kann,  dass  der  eine  ganz  in  das  Innere  des  andern  fallt  Der 
Beweis  soll  für  Bereiche  in  der  Ebene  geführt  werden,  würde 
sich  aber  für  den  Raum  vollständig  analog  gestalten. 

Es  seien  Uj  %"  zwei  zu  demselben  k'^  gehörige  Lö- 
sungen der  Differentialgleichung,  und  es  werde  angenom- 
men, dass  ein  Elementarbereich  T  von  iC  einem  solchen 
T"  von  u"  ganz  oder  doch  mit  Ausnahme  einzelner  gemein- 
samer Stücke  der  Begrenzung  in  sich  enthalte.  Die  Grenz- 
curve  von  T'  werde  mit  a,  diejenige  von  T"  mit  b  bezeichnet. 
Dann  kann  man  annehmen,  dass  u  in  T' ,  u"  in  T"  positiv 
ist;  wäre  dies  von  vornherein  nicht  der  Fall,  so  brauchte 
man  ja  nur  den  Factor  —  1  in  die  betreffende  Function  u 
aufzunehmen.  Da  u  an  jeder  Nulllinie  das  Zeichen  wechselt, 
so  ist  bei  dieser  Festsetzung  u'  in  dem,  allgemein  zu  reden, 
ringförmigen  Bereiche  zwischen  a  und  &,  sowie  auf  der 
Curve  a  überall  negativ,  wenn  der  Einfachheit  wegen  vor- 
ausgesetzt wird,  dass  zwischen  a  und  b  keine  Nullcurve  von 
u'  liegt.  (Wäre  letzteres  der  Fall,  so  würde  man  die  folgende 
Betrachtung  auf  den  Bereich  zwischen  jener  Nullcurve  und 

a  anzuwenden  haben.)     Dann  ist  ferner  ^ —   auf  a  und   -^ — 

auf  b  negativ,  wenn  unter  n  beidemal  die  aus  dem  Bereiche 
T'  bezw.  T"  hinaus  gerichtete  Normale  verstanden  wird. 
Wendet  man  nun  den  Green'schen  Satz 

auf  den  Bereich  zwischen  a  und  b  an,  so  verschwindet  das 
Doppelintegral,  da  u    und  u"  beide  der  Differentialgleichung 
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Au  -{-  k^u  =  0  genügen,  und  man   erhält,   da  u    längs  a, 
u"  längs  b  gleich  Null  ist, 


i    f  du    j  r    „  du    -, 

I  u  -^ —  ds=  I  u    -^-  ds, 
J         dn  J  dn       ^ 

b  a 


wobei  n  in  dem  angegebenen  Sinne  zu  rechnen  ist.  Nach 
dem    oben   über    die   Vorzeichen    von    u\  u"    und  ^r— ,  ^ — 

Gesagten  sind  nun  alle  Elemente  des  Integrals  auf  der  linken 
Seite  negativ,  alle  Elemente  desjenigen  auf  der  rechten  Seite 
aber  positiv;  folglich  ist  die  Annahme,  dass  der  Bereich  T 
den  Bereich  T"  als  Theil  in  sich  enthalten  könne,  nicht 
möglich,  und  es  müssen  sich  die  Begrenzungen  zweier  zu 
demselben  W  gehöriger  Elementarbereiche,  wie  man  dieselben 
auch  übereinander  legen  mag,  stets  schneiden.  Man  kann 
dieses  Resultat  auch  aus  dem  von  K,  Ä.  Schwarz  1.  c.  ebenfalls 
mit  Hülfe  der  Green'schen  Gleichung  bewiesenen  Satze  fol- 
gern, dass  die  Grösse  h^  (bei  ihm  die  Grösse  — )  bei  stetiger 

Zusaramenziehung  der  Begrenzung  des  Bereiches  stetig  wächst; 
denn  hiernach  ist  für  einen  Bereich,  der  ein  Theil  eines 
anderen  ist,  nothwendig  k^  grösser  als  für  den  letzteren,  es 
können  also  zwei  derartige  Bereiche  nicht  als  Elementar- 
bereiche zu  demselben  Ic^  gehören. 

Einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  haben  wir  schon  bei 
Gelegenheit  der  mehrfachen  ausgemchneten  Werthe  Jc^  ebener 
Bereiche  kennen  gelernt  (cf.  II,  §  5,  S.  66);  „speciell"  ist 
der  dort  betrachtete  Fall  insofern,  als  die  „zu  einem  mehr- 
fachen ausgezeichneten  Werthe  k^  gehörigen  Lösungen"  solche 
Functionen  u  sind,  welche  eine  Ntilllinie  gemeinsam  haben,  die 
ein  aus  mehreren  Elementarbereichen  zusammefigesetßtes  Flächen- 
stück umschliesst. 

Es  sei  schliesslich  hervorgehoben,  dass  zwei  zu  dem- 
selben k^  gehörige  Functionen  w,  die  einen  Elementarbereich 
gemeinsam  haben,  sich  überhaupt  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheiden  und  somit  alle  Elementarbereiche  ge- 
meinsam haben,  da  ja  der  kleinste  ausgezeichnete  Werth  k^ 
eines    gegebenen   Bereiches    stets   ein  einfacher  ist,   also   ein 
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solcher,  zu  dem  nur  eine  Norinalfunction  gehört  (vergl.  das 
Verfahren  von  Schwarz  zur  Herstellung  der  letzteren,  II,  §  10), 
und  da  eine  Lösung  u,  die  in  einem  Stück  der  Ebene  bezw. 
des  Raumes  gegeben  ist,  auch  in  ihrem  Gesammtverlauf  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Demnach  kann  jede  Lösung  von 
Am  +  Ä^^w  ^  0  durch  einen  bestimmten  Bereich,  nämlich 
irgend  einen  ihrer  sämmtlichen  Elementarbereiche,  charak- 
terisirt  werden.  Berücksichtigt  man  noch  das  Stetigkeits- 
princip  (S.  95)  und  die  S.  167  erwähnte  Beziehung  der  aus- 
gezeichneten Werthe  h^  zu  den  Dimensionen  des  zugehörigen 
Bereiches,  so  gelangt  man  zu  dem  bemerkenswerthen  Satze: 

Die  Differentialgleichung  Au  -\-  h^u  =  0  mit  gegebenem  h 
besitzt  immer  eine  und  nur  eine  Losung,  für  welche  einer  ihrer 
Elementarbereiche  einem  beliebig  gegebenen  Bereiche  ähnlich  ist. 

Diese  Lösung  wird  im  Allgemeinen  bei  analytischer 
Fortsetzung  keineswegs  überall  eindeutig  und  stetig  bleiben, 
obwohl  man  unendlich  viele  Bereiche  vorschreiben  kann,  für 
welche  dies  eintritt.  — 

c.    Sätze   über   den   Schnitt   der   Nullcurven   und  Nullflächen; 
Entwiclcelung  der  Functionen  u  für  die  Umgebung  nicht 
singulärer  PunJcte. 
Nach  einem  von  Ranhine  aufgestellten  Satze   schneiden 
sich   zwei  Niveauflächen  des   Newton'schen  Potentials   recht- 
winldig,    ausser    wenn    durch    ihre    Schnittlinie    noch    mehr 
Niveauflächen  hindurchgehen,  in  welchem  Falle  sich  dieselben 
alle  unter  gleichen  Winkeln  schneiden*).    Analoges  gilt  für  die 
Niveaulinien  des  logarithmischen  Potentials.  —  Diese  Eigen- 
schaft der   Niveaulinien  und  -Flächen  lässt  sich   leicht  aus 
der  Entwickelung    des  Potentials    für    die  Umgebung    eines 
nicht  singulären  Punktes  ableiten,  und  auf  dem  entsprechen- 
den Wege  werde  ich  nachstehend  für  die  Functionen  u  den 
Satz  beweisen: 

Wenn  n  Nulllinien  einer  Function  u  in  der  Ebene  durch 


*)  Maxwell,  Electricität  und  Magnetismus;  übersetzt  von  Wein- 
stein. I.  p.  169—171. 

Pockels,  Differentialgleichung.  15 
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einen  PunM  oder  n  Nullflächen  einer  Function  u  im  Baume 
durch  eine  Ctirve  hindurchgehen,  so  schneiden  sich  dieselben  unter 

gleichen  Winheln  von  —  • 

Dass  sich  zwei  Nullcurven  bezw.  -Flächen,  wo  sie  sich 
allein  treffen,  senkrecht  schneiden  (was  schon  in  II,  §  6  bei 
der  Construction  der  Knotenlinien  des  Quadrates  benutzt  wurde), 
lässt  sich  aus  den  Formeln  (66)  und  (67)  in  Verbindung  mit 
dem  Taylor'schen  Satze  ableiten.  Ist  die  Anzahl  der  sich 
schneidenden  JJulllinien  oder  Nullflächen  aber  grösser,  so  ist 
erst  die  Enttmckelung  der  Functionen  u  für  die  Umgehung  eines 
nicht  singulären  Punktes  überhaupt  aufzustellen  und  dann  für 
den  Fall  zu  specialisiren,  dass  in  dem  betrachteten  Punkte 
u  den  Werth  0  hat. 

Man  kann,  wenn  man  den  letzterem  zum  Nullpunkte 
eines  Polarcoordinatensystems  wählt,  die  Function  u  in 
der  Ebene  in  eine  Fourier'sche  Reihe,  im  Räume  in  eine 
Reihe  nach  Kugelfläch enfunctionen  entwickeln,  deren  Coef- 
flcienten  Functionen  von  r  sind.  Durch  Einsetzen  der  Reihen 
in  die  partielle  Differentialgleichung  ergeben  sich  dann  für  jene 
Coefficienten  die  in  II,  §  7  betrachteten  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen {26')  und  (33),  von  deren  Integralen  hier 
nur  die  im  Nullpunkte  endlich  bleibenden  oder  verschwinden- 

den,  also  Jn(kr)  bezw.  r    ^  J      i(kr)y  benutzt  werden  dürfen. 

n-[--~ 

Demnach  erhält  man  folgende  Reihenentwickelungen  für  u: 
in  der  Ebene 

oo 

(70)  u  =  ^«  «/"„(Ar)  {An  cos  w g)  +  J5„  sin  w 9)) , 

0 
im  Räume 

(71)  u=^^{Jcr)    '^J     i{Jcr)'^np^^^(cosd')'{Än^rnCosm(p 

0  "     '2  0 

+  Bn^rnSmm(p). 

lieber  die  Convergenz  dieser  Reihen  liegen,  so  viel  mir  be- 
kannt, noch  keine  Untersuchungen  vor;  aber  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  r,  auf  die  es  für  den  gegenwärtigen  Zweck 
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nur  ankommt,  convergiren  sie  sicher.  Um  nun  das  Verhalten 
von  u  im  Nullpunkte  zu  untersuchen,  hat  man  nur  das 
niedrigste  Glied  jeder  Reihe  beizubehalten;  dasselbe  sei  (indem 
nämlich  Aq  =  Bq  =  "-  =  Än-i  =  Bn-i  =  0  und  Äo, m  =  Bo,m 
=  ...==  An—i,m  =  Bn—i,m  ==  0  angenommen  wird) 

JnQcr)  {An  COS  n(p  +  JBn  sin  ng)) 
bezw. 

(kr) 


1^ 


«  + 


1  (7^0  xr P«,m (cos-O-) (J[„,^cos  m(p  +  Bn,m  smmqp), 

2  0 

wo  nun  auch  die  Besserschen  Functionen  durch  die  niedrig- 
sten Glieder  ihrer  Potenzentwickelungen  ersetzt  werden 
können.  Man  sieht  hieraus  zunächst,  dass  u  nur  dann  für 
r  =  0  verschwinden  kann,  wenn  die  Ordnungszahl  w  des 
Anfangsgliedes  ^  1  ist;  ferner  aber,  dass  in  letzterem  Falle 
in  der  Ebene  durch  den  Nullpunkt  n  sich  unter  Winkeln  von 

—  schneidende  Linien  hindurchgehen,  auf  welchen  u  ver- 
schwindet, und  deren  Tangenten  im  Nullpunkte  durch 
An  cos  nq) -\- BnSmncp  =  0  bestimmt  sind,  und  dass  im 
Räume  durch  den  Nullpunkt  Nullfiächen  von  u  hindurchgehen 
die  sich  daselbst  wie  die  Kegel  und  Meridianebenen  verhalten, 
auf  welchen  die  Kugelflächenfunction 

n 

y?  Bn,m  (cos  %){An,rn  COS  m^)  +  Bn,m  sin  m(p)  =  Sn{^ ,  (f) 
0 

gleich    Null   ist.      Damit    sich   die    durch   den    betrachteten 
'  Punkt  im  Räume  gehenden  Nullflächen  in  einer  Linie  schnei- 
den, muss  sich  diese  Kugelflächenfunction  S„(0',  (p)  auf  eine 
sedorielle 

sin"  '9'  •  (An, n  cos  ncp  -\-  Bn,n  sin  ncp) 

reduciren;  in  diesem  Falle  ist  aber  klar,  dass  je  zwei  Null- 
flächen von  u  mit  einander  den  Winkel  —  bilden,  weil  dies 

von  den  Meridianebenen  gilt,  auf  denen  diese  letztere  Kugel- 
flächenfunction verschwindet.  —  Damit  ist  der  oben  auf- 
gestellte Satz  bewiesen.  Derselbe  gilt  auch  noch  für  die 
Lösungen  der  Differentialgleichung   Aw  +  ¥f .  u  =  0,   falls 

15* 
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die  Function  f  als  analytisch  vorausgesetzt  wird;  denn  in 
diesem  Falle  kann  die  letztere  innerhalb  eines  sehr  kleinen 
Bereiches  als  constant  angesehen  werden,  und  sind  daher 
die  Anfangsglieder  der  Entwickelung  ebenfalls 

Jn{kr)  {An  coBng}-}-  Bn  sin  n (p)  bezw.  l/hr-J     i  (hr) Sn (0-,  <p). 

Dagegen  schneiden  sich  die  Nulllinien  oder  Nullflächen  der 
Lösungen  der  allgemeinen  Differentialgleichungen  von  der 
Form  (2)  und  (3)  S.  20,  in  welchen  a^  ==  0  sei,  nicht  unter 
gleichen  Winkeln.  Denn  man  erhält,  wenn  man  die  Func- 
tionen aji^k  und  a  in  dem  betrachteten  Bereiche  als  constant 
behandeln  kann,  den  Verlauf  jener  Linien  und  Flächen 
aus  dem  für  die  Lösungen  von  Au  -\-  Ic^u  =  0  stattfinden- 
den durch  eine  affine  Abbildung^  da  man  die  Differentialglei- 
chungen (2)  und  (3)  mit  constanten  Coefficienten  und  fehlen- 
dem Gliede  a^,  durch  eine  lineare  Coordinatentransformation 
auf  die  Form  Au  -\-  Ic^u  =  0  bringen  kann;  bei  einer  affinen 
Abbildung  werden  aber  im  Allgemeinen  die  Winkel  zwischen 
zwei  Linien  bezw.  Flächen  geändert. 

Die  Reihenentwickelungen  (70)  und  (71)  sind  das  Analogon 

CO 

zu  der  Reihe    y^r^{An  cos  nqo  +  Bn  sin  wg?)    für    logarith- 

0 

mische  Potentiale  und  zu  der  Entwickelung  Newton'scher 
Potentiale  nach  steigenden  räumlichen  Kugelfunctionen.  — 
Sie  können  u.  a.  dazu  dienen,  beliebig  viele  zu  einem  gegebenen 
1^  gehörende  Functionen  u  hinzuschreiben j  indem  man  nämlich 
, die  Coefficienten  A,  B  willkürlich  annimmt,  jedoch  jeden- 
falls so,  dass  die  Reihe  convergirt;  sofern  man  dann  die 
Linien  bezw.  Flächen  bestimmen  kann ,  auf  welchen  die 
erhaltene  Reihe  verschwindet,  findet  man  auch  beliebig  viele 
zu  dem  gegebenen  h^  gehörige  Elementarbereiche. 

Schliesslich  sei  hier  noch  einmal  an  das  Verhalten  der 
Functionen  u  an  den  ausserwesentlich  singulären  Stellen  der 
früher  betrachteten  Art  erinnert,  welches,  wie  wir  S.  190 
sahen,  durch  die  Functionen 

Ynihr)  cos  n{(p  —  (p,)       oder       (hr)—"^  cos  n{(p  —  tp,) 


■ 
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^^r^  bezw. 

H  (fC7)~'^J         i(lcr)Sni^,  (p)     oder     (Ä;r)-«5«(0',  9) 


—  n- 


dargestellt  wird.  Aus  diesen  Ausdrücken  ist  ersichtlich,  dass 
auch  für  die  durch  solche  singulare  Punkte  hindurchgehenden 
Nulllinien  oder  -Flächen  (sofern  man  die  in  der  Nachbarschaft 
eines  solchen  Punktes  auf  ihn  zulaufenden  Nulllinien  oder 
-Flächen  so  bezeichnet)  dieselben  Gesetzmässigkeiten  hin- 
sichtlich ihres  Schnittes  gelten,  wie  für  diejenigen,  welche 
sich  in  nicht  singulären  Punkten  schneiden.  Für  die  Um- 
gebung eines  singulären  Punktes  der  betrachteten  Art,  d.  h. 
eines  solchen,  in  welchem  sich  ti  wie  eine  rationale  Function 
verhält,  kommt  zu  den  Reihen entwickelun gen  (70)  und  (71) 
einfach  noch  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  der  Form 
YnQcr)  (An  cos  ncp  -{-  Bn  sin  mp) 

bezw.  (kr)~  2  J        1  (hr)  Sn  {^,  cp) 

hinzu. 

§  5.    Continuirliche  Vertlieilung  von  Erregungspunkten  auf 

Flächen  und  im  Räume;  Eigenschaften  der  entsprechenden 

Functionen  u. 

In  der  Potentialtheorie  sind  diejenigen  Potentiale  von 
der  grössten  Wichtigkeit,  namentlich  in  physikalischer  Hin- 
sicht, welche  entstehen,  wenn  singulare  Punkte  erster  oder 
zweiter  Ordnung  („Massenpunkte"  und  „magnetische  Moleküle") 
Flächen-  oder  Raumstücke  stetig  erfüllerij  während  die  Inten- 
sität (Masse,  magnetisches  Moment)  jedes  einzelnen  unendlich 
klein  wird.  Um  den  üebergang  vom  Punktpotential  zu 
solchen  Flächen-  und  Körperpotentialen  zu  machen,  ersetzt 
man  zunächst  die  singulären  Punkte  des  ersteren  durch 
Flächen-  oder  Volumelemente  von  derselben  Intensität  (d.  h. 
von  derselben  Masse  beim  Gravitations-  und  elektrostatischen 
Potential ,  derselben  Ergiebigkeit  beim  Geschwindigkeits- 
potential in  der  Hydrodynamik,  demselben  magnetischen 
Moment    beim    Potential   magnetischer   Moleküle    etc.)    und 
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lässt  dann  unendlich  viele  solche  Flächen-  und  Volumelemente 
von  unendlich,  kleiner  Intensität  sich  zu  endlichen  Flächen- 
und  Raumgebieten  anhäufen. 

Wie  zuerst  H.  v.  Helmholts  in  seiner  grundlegenden 
Abhandlung  über  die  Luftschwingungen  in  Röhren  mit  offe- 
nen Enden  (Crelle's  Journal  57)  hervorgehoben  hat,  kann 
man  nun  ebenso  bei  unseren  Functionen  u  verfahren,  und 
muss  dies  sogar  eigentlich  thun,  wenn  man  physikalische 
Anwendungen  im  Auge  hat,  da  ja  in  der  Physik  keine  in 
mathematischen  FunMen  concentrirte  periodische  Kräfte, 
Schall-  und  Wärmequellen  vorkommen.  Wir  wollen  uns 
hierbei  auf  die  Functionen  u  im  Baume  beschränken;  für 
die  Ebene  (oder  krumme  Flächen)  treten  in  leicht  ersicht- 
licher Weise  Linienbelegungen  von  Erregungspunkten  an  die 
Stelle  der  Flächenbelegungen,  und  von  Erregungspunkten 
erfüllte  Flächenstücke  an  die  Stelle  solcher  Raumtheile.  Die 
Constante  W  kann  im  Folgenden  sowohl  positiv  als  negativ 
sein,   wenn  darüber   nichts   ausdrücklich   bemerkt  wird.  — 

Es  ist  für  das  Folgende  von  Wichtigkeit,  die  Bedeutung 
des  Wortes  Function  zu  präcisiren.  Während  man  früher 
diese  Benennung  auf  jede  durch  einen  bestimmten  analytischen 
AusdrucTc  dargestellte  veränderliche  Grösse  anwandte,  versteht 
man  bekanntlich  in  der  modernen  Functionentheorie  unter 
einer  Function  die  Gesammtheit  der  analytischen  Fortsetzungen 
eines  Functionenelementes,  d.  h.  der  Werthe  in  einem  beliebig 
kleinen  Bereiche.  Diese  beiden  Definitionen  fallen  keines- 
wegs immer  zusammen;  es  kann  z.  B.  ein  und  derselbe  ana- 
lytische Ausdruck  (etwa  ein  bestimmtes  Integral)  in  zwei 
aneinander  grenzenden  Gebieten  ganz  verschiedene  Functionen 
darstellen,  oder  er  kann  an  einer  Linie  bezw.  Fläche  unstetig 
sein,  indem  er  nur  einen  Zweig  einer  Function  darstellt,  die 
selbst  durchaus  stetig  verläuft.  Wir  werden  uns  auf  den 
neueren  Standpunkt  stellen  und  dementsprechend  die  Helm- 
hoWschen  Sätze  stellenweise  im  Ausdrucke  modificiren. 

Ist  ein  Raumgebiet  T,  welches  übrigens  aus  beliebig  vielen 
getrennten  Stücken  bestehen  kann,  von  einfachen  Erregungs- 
punkten von  der  auf  die  Volumeinheit  bezogenen  Intensität  q 
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continuirlich  erfüllt,  und  sind  ausserdem  im  unendlichen 
Räume  nirgends  Erregungspunkte  oder  singulare  Punkte  vor- 
handen, so  ist  eine  Lösung  von  Au  -{-  ¥u  =  0  für  den 
Raum  ausserhalb  des  Gebietes  T  nach  dem  oben  Gesagten 
gegeben  durch 

(72)      u=.fff.'-^ä.+fff,'^ä., 

(T) 

WO  r  die  Entfernung  des  Punktes  x,  y,  ^,  für  welchen  der 
Werth  von  u  angegeben  wird,  vom  Volumelement  dv  be- 
zeichnet, und  das  erste  Integral  über  den  Raumtheil  Ty  das 
zweite  über  den  ganzen  Raum  zu  erstrecken  ist.  Dieses  zweite 
Integral,  in  welchem  q'  an  jeder  Stelle  des  Raumes  beliebig 
vorgeschrieben  sein  kann,  sofern  nur  das  Integral  einen  Sinn 
hat,  stellt  eine  im  ganzen  Baume  endliche  Lösung  von 
Au-\-¥u=  0,  also  eine  ausgezeichnete  Lösung  für  den  unendlichen 
Baum  dar  und  entspricht  der  willkürlichen  Constanten j  welche 
im  Netvton^ sehen  Potential  einer  gegebenen  Massenvertheilung 
unbestimmt  bleibt.  Man  sieht,  dass  hierbei  in  der  Theorie 
der  Functionen  u  eine  ausserordentlich  viel  grössere  Unbe- 
stimmtheit besteht,  als  in  der  Potentialtheorie,  was  man  sich 
auch  an  der  physikalischen  Bedeutung  dieser  Functionen  als 
Geschwindigkeitspotentiale  der  Luftschwingungen  von  ge- 
gebener Schwingungsdauer  leicht  klar  machen  kann;  denn 
ausser  den  durch  die  gegebenen  Schallquellen  erregten  Schwin- 
gungen können  ja  im  unendlichen  Räume  irgendwelche 
stehende  Wellen  von  der  gleichen  Periode,  die  für  sich  weiter- 
bestehen, vorhanden  sein. 

H,  V.  Helmholtz  nennt  a.  a.  0.  den  Ausdruck  (72)  das 
GeschwindigJceitspotential  der  den  Baum  T  stetig  erfüllenden 
Erregungspunkte  und  die  Grösse  q  die  Dichtigkeit  der  Verthei- 
lung  der  Erregungspunkte]  dazu  ist  selbstverständlich  zu  be- 
merken, dass  eigentlich  erst  die  mit  einer  trigonometrischen 
Function  der  Zeit:  cos  -^  (t  —  f)  multiplicirte  Function  u  das 
Geschwindigkeitspotential  der  Luftschwingungen  bedeutet. 

Das  Integral    1   1   1  q'  -^|—^  (?v  genügt  im  ^aw^^en  Räume, 
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auch   da,   wo   q'  von  Null   verschieden  ist,   der  Differential- 
gleichung Au-{-h^u  =  0,  weil  die  Function  —r —  auch  noch 

im    Punkte    r  =  0,    wo    sie    den  Werth    1    annimmt,    jene 
Differentialgleichung  erfüllt.     Dagegen  genügt  das  Integral 

cos  kr 


■=///' 


dv 


betrachtet  als  Function  der  Coordinaten  des  Punktes  Xy  y,  Zy  der 
obigen  Differentialgleichung  nur  in  dem  Räume  aiisserlialh  T, 
während  für  sie  innerhalb  des  von  Erregungspunkten  erfüllten 
Gebietes  T  die  Differentialgleichung 

besteht.  Dass  letztere  Gleichung  wirklich  erfüllt  ist,  ergiebt 
sich  genau  in  derselben  Weise,  wie  für  das  Körperpotential 

Q  — ;    denn  zerlegt  man  ii'  in  ein  Integral  u" j  wel- 


/// 


r 


ches  über  den  ganzen  Raum  T  mit  Ausschluss  einer  sehr 
kleinen,  den  betrachteten  Punkt  P  umgebenden  Kugel  erstreckt 
ist,  und  in  ein  über  die  letztere  genommenes  Integral  u"\ 
so  erfüllt  u"  wie  gewöhnlich  die  Gleichung  Au"  -\-¥u"  =  0, 
und  u"  ist,   da  der  Radius  der  erwähnten  Kugel  jedenfalls 

sehr  klein  gegen  y  angenommen  werden  kann,  bei  Vernach- 
lässigung kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  durch  das  New- 
ton'sche  Potential    /   /   /  - —    jener    Kugel    ersetzbar,    für 

welches  bekanntlich  Ali"  +  ^f^^'"  =  —  ^^Q  ist.  Dabei  ist 
allerdings  vorausgesetzt,  dass  q  gewissen  Stetigkeitsbedin- 
gungen genüge,  auf  welche  hier  nicht  näher  eingegangen 
werden  soll;  man  vergleiche  über  diesen  Gegenstand  die 
Dissertation  von  0.  Holder  (Beiträge  zur  Potentialtheorie; 
Stuttgart  1882). 

Aus  Vorstehendem  folgt,  dass  im  Gebiete  T  der  durch  (72) 
dargestellte  Ausdruck  der  partiellen  Differentialgleichung 
(73)  Au  +  ¥u  ==  —  47tQ 

genügt.  —  Die  hier  angedeutete  Ableitung  dieses  Satzes  ist  bei 
HelmJioltz  vollständig  durchgeführt  und  findet  sich  ähnlich  in 
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Mathieu's  Potentialtlieorie,  Cap.  X,  §  8;  Mathieu  nennt  den 
Ausdruck  u  calorisches  Potential  wegen  seiner  Bedeutung  für 
die  nichtstationäre  Wärmeströmung.  Dass  im  Falle  stetig 
vertheilter  äusserer  Kräfte  die  Differentialgleichung  für  das 
Gescliwindigkeitspotential  der  Luftschwingungen,  wie  auch 
diejenige  für  die  Verrückungen  einer  schwingenden  Membran, 
ein  Glied  enthält,  welches  eine  gegebene  Function  der  Coordi- 
naten  ist,  wurde  übrigens  schon  in  §  1  des  I.  Theiles  hervor- 
gehoben; daher  wurde  in  die  in  I,  §  3  aufgestellte  all- 
gemeinste Form  der  von  uns  überhaupt  betrachteten  Diffe- 
rentialgleichungen ((2),  (3)  und  (4))  auch  ein  solches  Glied 
(«q)  aufgenommen. 

Aus  dem  schon  in  §  2  dieses  Theiles  besprochenen  Ver- 
halten der  Functionen und  — ^ —  im  Unendlichen  folgt, 

analog  wie  aus  dem  Verhalten  von  —  für  das  Newton'sche  Körper- 
potential, für  die  durch  (72)  ausserhalb  T  gegebene  Function  u, 
dass  sie  in  unendlich  grosser  Entfernung  nebst  ihren  ersten 
Differentialquotienten  nach  den  Coordinaten  unendlich  Mein 
erster  Ordnung  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  von  Erregungs- 
punkten erfüllten  Gebiete  T  ganz  im  Endlichen  liegen,  und  dass 
auch  q'  nur  im  Endlichen  von  Null  verschieden  ist.  Dies 
gilt  nicht  mehr  für  die  Functionen,  welche  aus  dem  Aus- 
drucke (72)  entstehen,  wenn  man  ]c^  durch  —  k'^  ersetzt, 
unter  Ic  eine  reelle  Constante  verstanden;  diese  Functionen 
werden  vielmehr  im  Unendlichen  nebst  ihren  ersten  Derivirten 
unendlich  gross.  Allerdings  giebt  es  im  Falle  eines  nega- 
tiven k^  auch  einen  im  Gebiete  T  der  Differentialgleichung 
Au  —  h'^u  =  —  4i7tQy  ausserhalb  desselben  der  Differential- 
gleichung Aw  —  k'^u  =  0    genügenden  Ausdruck,    nämlich 

Q dv.  welcher  im  Unendlichen  mitsammt  seinen 

Differentialquotienten  unendlich  klein  wie  e""*'^  wird;  dies 
ist  aber  nicht  die  allgemeinste  Lösung  jener  Differential- 
gleichungen, da  die  letzteren  ungeändert  bleiben,  wenn 
man   zu  u    das-  über  den   ganzen  Raum   erstreckte   Integral 


/// 


234  Ueber  die  Gleichung:  Au  -\-  k^u  =  0. 


/r_^-k'r 


\  \   \  Q  - — y— ^^  hinzufügt,  worin  q   eine  willkürliche 

(jedoch  gewissen  Stetigkeitsbedingungen  genügende)  Function 
der  Coordinaten  bezeichnet. 

Endlich  ist  noch  die  Eigenschaft  des  Integralausdruckes 

r  r  r  cos  ^*r  ^  .  r  ir  f  ^^^  ^***  7 

(T)       ' 

dass  er  an  der  Oberfläche  des  Raumgebietes  T  nebst  seinen 

ersten   Derivirten   stetig   ist,    anzuführen,    eine   Eigenschaft, 

welche  er  mit  dem  Newton'schen  Körperpotential  theilt  und 

welche  auch  ebenso,  wie  für  letzteres,  zu  beweisen  ist  unter 

Benutzung  des  Ümstandes,  dass  für  sehr  kleine  Werthe  r  bis 

n  ri  "                   'L       r\  2             cos  kr  1        sin  kr  ^     •  , 

aur  (jrrossen  zweiter  Ordnung  =  -7,    — v —  =  1    ist. 

(Von  der  Oberfläche  des  Bereiches  T  setzen  wir  immer  vor- 
aus, dass  sie  überall  endliche  Krümmung  besitzt,  da  sonst 
besondere  Untersuchungen  nothwendig  werden.) 

Für  solche  Lösungen  von  Au  -\-  ¥u  =  0  im  Räume, 
welche  nach  v.  Helniholts  als  Geschwindiglceitspotentiale  einer 
Oherflächeribelegung  von  Erregungspunkten  zu  bezeichnen  wären 
und  also  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(74)        u=ff.^äo+ffj\     ,^ 

in 

dargestellt  werden,  besteht  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  beim  Durchgang  durch  die  Fläche  F,  über  welche  das 
erste  Integral  erstreckt  ist,  u  selbst  zwar  sich  stetig  ändert, 
sein  Differentialquotient  nach  der  Normale  von  F  aber  unstetig 
und  zwar  so,  dass  die  Relation 

besteht,  worin  (^)  ,  (0— )  die  Werthe  von  a—  auf  der  äusse- 

\«?n/^'   \dn/.  dn 

ren  und  inneren  Seite  der  Fläche  (unter  der  äusseren  Seite  die- 
jenige verstanden,  nach  welcher  hin  n  gerichtet  ist)  bezeichnen. 
Dieser  Satz  ergiebt  sich,  wie  die  früheren,  welche  für  die  Lö- 


sin  kr    , 
av 
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sungen  von  Au-\-k^u=0  und  die  Newton'schen  Potentiale  über- 

COS   Ji"  V 

einstimmend  gelten,  mit  Hülfe  der  Zerlegung  von  in 

h  /^W;  ^o  ^i^  Function  f(r)  = für  r  =  0  ver- 


schwindet. Letzteres  hat  dann  zur  Folge,  dass  ^  /  /  6f(r)do 
beim  Durchgang  durch  die  Fläche  F  sich  stetig  ändert,  und 

yj  Mi  COS    KT*  •  • 

dass  also  y'  1   i  ^ ^^  denselben  Sprung  erleidet,  wie 

(F) 

die  nach  n  genommene  Derivirte  des  Newton'schen  Flächen- 
Potentials    1  j  6  —    Dasselbe  gilt  aber  von  dem  Ausdruck 

(74),  weil  das  darin  enthaltene  Raumintegral  nebst  seinen 
ersten  Ableitungen  im  ganzen  Räume  stetig  ist. 

Auf  ähnliche  Weise  liesse  sich  zeigen,  dass  die  der 
Gleichung  At*  +  ^^^  =  ^  genügenden  Ausdrücke,  welche 
auf  Flächen  stetig  vertheilte  Unstetigkeitspunkte  unend- 
lich kleiner  Intensität  von  der  zweiten  Ordnung  (Doppel- 
quellen) mit  zu  jenen  Flächen  senkrechten  Axen  besitzen 
und  demnach,  abgesehen  von  willkürlichen  überall  stetigen 
Lösungen  von  Ait  +  'k^u  =  0,  durch  über  jene  Flächen  er- 
streckte  Integrale     1   1  i^  -^  ( )  ^o  gegeben  sind,  beim 

Durchgang  durch  eine  jener  Flächen  denselben  Sprung  er- 
leiden, wie  das  Potential  einer  Doppelbelegung  vom 
„magnetischen  Moment"  fi.     (Zum  Beweise  braucht  man  nur 


1 

0 


d    /cos  TcrX    .            j        r        j    sin  Jcr    dr  ,  ,1. 

-K-  [ 1  in  cos  kr  ^ k >r—  zu  zerlegen  und  die 

entsprechenden  Theile  des  Flächenintegrals  für  sich  zu  be- 
trachten.) Das  obige  Integral  liefert,  wenn  die  belegte  Fläche 
geschlossen  ist,  ausserhalb  und  innerhalb  derselben  zwei 
verschiedene  Functionen  u,  dagegen  wenn  jene  Fläche  be- 
randet  ist,  einen  Zweig  einer  vieldeutigen  Function  u,  — 
Beim  Problem  der  Luftschwingungen  lassen  sich  solche 
Flächen  mit  Doppelbelegungen  als  transversal  schwingende 
starre  Flächen  deuten. 
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Durch  die  Formel  (61)  wird  der  Werth  von  u  in  einem  be- 
liebigen   Raumpunkte    durch    die    Summe    eines    Integrales 

4.^  /   /  ^ — "^ö,  welches  der  Belegung  einer  geschlossenen 

Fläche  mit   einfachen  Erregungspunkten,  und  eines  anderen 

—  4~  I  I  '^ -^  (—= — )dOj  welches  einer  Belegung  der- 
selben Fläche  mit  Doppelquellen  der  oben  angegebenen  Art 
entspricht,  ausgedrückt,  und  eine  analoge  Bedeutung  hat 
die  Formel  (60)  für  die  Lösungen  ti  in  der  Ebene.  Im 
IV.  Theile  erst  werden  wir  sehen,  wie  man  Darstellungen 
durch  ein  einer  einfachen  Oberflächenbelegung  allein  oder 
einer  Doppelbelegung  allein  entsprechendes  Integral  ge- 
winnen kann. 

Ehe  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  ist  es  vielleicht 
nützlich,  als  Beispiel  einer  einfachen  Oberflächenbelegung  den 
Fall  einer  gleichmässig  mit  Erregungspunkten  erfüllten  Kugel- 
fläche zu  behandeln,  welcher  recht  geeignet  ist,  den  Unter- 
schied zwischen  den  Functionen  u  und  dem  Potential  hervor- 
treten zu  lassen.  —  Die  Lösung  von  Au  -{-  h^u  ==  0^  welche 
auf  einer  Kugelfläche  vom  Radius  R  gleichförmig  vertheilten 
Erregungspunkten  von  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen 
Constanten  Intensität  6  entspricht,  ist,  wenn  man  die  will- 
kürliche durchaus  stetige  Function  fortlässt, 

7t 

<r»       7:>9         /*   COS  kr'       •       t.    lt. 

u  ==27tR^(3  I  — T—  sin  d'cld-, 


wobei  r'  =  YR^  -|-  r^—  2rR  cos  d'  ist  und  r  jetzt  die  Ent- 
fernung des  Punktes,  für  den  u  berechnet  wird,  vom  Kugel- 
mittelpunkt bezeichnet  (während  r'die  Bedeutung  des  früheren  r 

hat).  Berücksichtigt  man,  dass -, —  =  -^  ^, ^  •  d  cos  -O" 

ist,  so  ergiebt  sich 

2«i?<y  r  .     ,    n^  =  ^ 

—j sm  kr 

kr     L  J.'^=o 


u  = 


Es  ist  nun  zu  unterscheiden,  ob  r  >  jR  oder  <  JR  ist;    im 
ersten  Fall  erhält  mau 
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27tB6 


im  zweiten 


,         2  cos  Jcr  sin  ]cR, 
kr  ' 


•  2  sm  kr  cos  A;it . 


Wenn  man  noch  AjtR^ö  =  M  setzt,  so  gilt  also 

für  Punkte  ausserhalb  der  Kugel :  u  =  M  ~irR~  ' ' 

für  Punkte  innerhalb  der  Kugel :    \i  =  M  — ^  —  — ^ 

^  it  hr 

Der  Werth  von  w  ist  also  innerhalb  der  Kugel  im  Gegen- 
satz zum  Potential  einer  gleichförmig  mit  Masse  belegten 
Kugelfläche  nicht  constant.  Ferner  ist  u  ausserhalb  zwar 
mit  einer  solchen  Lösung  von  t^u  -\-  Wu  =^  0  identisch, 
welche  nur  im  Kugel mittelpunkte  einen  singulären  Punkt 
erster  Ordnung  besitzt  (analog,  wie  das  Potential  einer  Kugel- 
schale auf  äussere  Punkte  gleich  dem  Potential  der  im 
Kugelmittelpunkt  concentrirten  Gesammtmasse  ist),  aber  die 
Intensität  jenes  im  Mittelpunkte  befindlichen  Erregungspunktes 

ist  =  M    ,  p    ,  hängt  also  vom  Radius  der  Kugel  ab  und  ver- 

schwindet  für  alle  diejenigen  Werthe  desselben,  welche  die 
Eigenthümlichkeit  haben,  dass  h  ein  ausgezeichneter  Werth 
für  den  Innenraum  der  Kugel  bei  der  Grenzbedingung  ü  =^  0 
ist;  hat  jR  einen  dieser  durch  sin  ]cR  =  0  gegebenen  Werthe, 
so  ist  also  die  betrachtete  Lösung  u  im  gangen  Äussenraume 
identisch  gleich  Null,  welche  Intensität  auch  die  gleichförmige 
Belegung  der  Kugelfläche  haben  mag.  Ebenso  verschwindet  u 
immer  im  ganzen  Innern  der  Kugel,  wenn  R  eine  Wurzel 
der  Gleichung  cos  TcR  =  0  ist.  —  Ganz  ähnlich  werden  sich 
diejenigen  Lösungen  u  in  der  Ebene  verhalten,  welche  einer 
gleichmässig  mit  einfachen  Erregungspunkten  belegten  Kreis- 
linie entsprechen;  für  den  Fall  eines  negativen  Jc^  giebt 
C.  Neumann  im  letzten  Abschnitte  seiner  Theorie  der  Bessel- 
schen  Functionen  (Leipzig  1867)  das  darauf  bezügliche 
Resultat  an. 
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§  6,    Andeutungen  zu  weiterer  functionentheoretischer 
Untersuchung  der  Lösungen  von  hu  -\-Wu==0 . 

So  lange  man  nur  solche  der  Differentialgleichung 
Ali  '\-Wu  =  0  genügende  Functionen  betrachtet,  welche  im 
ganzen  unbegrenzten  Raulne,  in  der  ganzen  Ebene  oder  auf 
einer  ganzen  geschlossenen  Fläche  eine  directe  physikalische  Be- 
deutung haben  sollen,  kann  man  sich  auf  eindeutige  Functionen 
beschränken,  wie  wir  es  hier  meistens  gethan  haben,  und  hat  es 
dann  nur  mit  den  im  Vorhergehenden  besprochenen  Singulari- 
täten zu  thun.  Denn  bei  allen  im  I.  Theile  angeführten  physi- 
kalischen Problemen,  welche  auf  die  partielle  Differential- 
gleichung Au  -\-  Jc^u  =  0  und  die  verwandten  Gleichungen 
führen,  ist  die  Function  u  zufolge  ihrer  physikalischen  Be- 
deutung (als  Verrüclcung  bei  der  schwingenden  Membran, 
Verdichtung  bei  den  Luftschwingungen,  Temperatur  bei  den 
Wärmeleitungsproblemen)  nothwendig  seihst  eindeutig^  während 
bekanntlich  bei  vielen  Problemen,  wo  die  Potentialgleichung 
AF  =  0  auftritt,  nur  die  Differentialquotienten  von  V  ein- 
deutig zu  sein  brauchen.  —  Lösungen  unserer  Differential- 
gleichung, welche,  entsprechend  ihrer  physikalischen  Bedeu- 
tung, nur  für  begrenzte  Bereiche  eindeutig  erklärt  sind,  werden 
dagegen  bei  der  analytischen  Fortsetzung  über  diese  Bereiche 
hinaus  im  Allgemeinen  nicht  eindeutig  bleiben,  was  gelegent- 
lich schon  früher  (S.  225)  hervorgehoben  wurde.  Dem- 
nach sind  nicht  nur  vom  rein  mathematischen  Stand- 
punkt, sondern  auch  für  die  physikalischen  Anwendungen 
die  vieldeutigen  Functionen  u  von  Wichtigkeit,  und  es  wäre 
sehr  wünschenswerth ,  dass  die  Eigenschaften  dieser  letz- 
teren, ihre  Verzweigungspunkte  und  singulären  Punkte,  ihr 
Verhalten  auf  Riemann'schen  Flächen  u.  s.  w.  planmässig 
untersucht  würden,  kurz  alle  die  functionentheore tischen 
Fragen,  welche  in  der  Theorie  des  Newton'schen  und  loga- 
rithmischen Potentials  behandelt  werden.  Es  würden  sich 
dabei  natürlich  manche  interessante  Unterschiede  ergeben; 
z.  B.  könnte  man  nicht,  wie  beim  Potential,  Functionen  auf 
mehrfach    zusammenhängenden    Flächen   construiren,   welche 
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Periodicitätsmoduln  besitzen,  da  die  Diiferentialgleicliung 
Au  +  ^^^^  ==  0  nicht  erfüllt  bleibt,  wenn  man  zu  u  eine 
Constante  hinzuaddirt;  an  Stelle  der  constanten  Periodicitäts- 
moduln würden  hier  voraussichtlich  überall  endliche  und  ein- 
deutige Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung,  nämlich 
die  Normalfunctionen  des  betrachteten  Gebietes,  treten. 

Aehnlich,  wie  wir  im  Vorhergehenden  die  in  der  ganzen 
Ebene  oder  im  ganzen  Räume  eindeutigen  Lösungen  von 
Au  +  ^^^<  =  0  betrachtet  haben,  würden  diejenigen  Func- 
tionen u  zu  untersuchen  sein,  welche  auf  einer  gegebenen 
geschlossenen  Riemami' sehen  FläeJie  bezw.  in  einem  analogen 
dreidimensionalen  Gebiete  eindeutig  sind,  und  hierbei  würden 
wieder  die  überall  endlichen  und  stetigen  Functionen,  also 
die  ausgezeichneten  Lösungen  des  betrachteten  geschlossenen 
Gebietes,  besonderes  Interesse  darbieten.  Auf  diese  Problem- 
stellung werden  wir  am  Ende  des  letzten  (IV.)  Theiles  noch 
zurückkommen. 

Endlich  würde  die  weitere  mathematische  Untersuchung 
auch  auf  die  wesentlich  singulären  Punkte  und  die  natür- 
lichen Grenzen,  welche  bei  den  der  Differentialgleichung 
Au  -{-  h^u  =  0  genügenden  Functionen  vorkommen  können, 
auszudehnen  sein.  — 


IV.  Theil. 

Bestimmung  der  Functionen  u  aus  gegel)enen  Rand- 
werthen  und  verwandten  Bedingungen. 

Vorbemerkung.  In  diesem  letzten  Theile  unserer  Darstel- 
lung werden  wir  uns  vorwiegend  mit  der  Aufgabe  beschäftigen, 
für  gegebene  Bereiche  die  Differentialgleichung  Au  -\-  k'^u  ^=  0, 
worin  Ic'^  eine  gegebene  Constante  ist,  so  m  integrirenj  dass  die 
Lösung  u  innerhalb  des  gegebenen  Bereiches  überall  eindeutig^ 
endlich  und  {nebst  ihren  ersten  Berivirten)  stetig  ist,  und  dass 

längs  dessen  Begrenmng  entweder  u,   oder  ~ ,   oder  hu  -}-  ~ 

(mit  constantem  h)  vorgeschriebene  Werthe  annimmt.  Die  hier- 
auf bezüglichen  Betrachtungen  würden  mit  leicht  erkennbaren 
Modificationen  auf  die  Differentialgleichung  A^f  +  Wfu  ==  0 
oder  eine  solche  von  der  allgemeinsten  in  I,  §  3  angegebenen 
Form  übertragbar   sein,  in  letzterem  Falle   allerdings  unter 

der  Voraussetzung,  dass  statt  hu  +  ^-  der  in  II,  §  1  und  §  4 

angegebene  lineare  Ausdruck  ccu-^-y^-^ — V  7yj7-\-  ?^  y'  ^"^  ^^*^ 
Begrenzung  gegeben  wird.  Auf  diese  Verallgemeinerung  des 
Problems  soll  aber  nur  insoweit  besonders  eingegangen  wer- 
den, als  bereits  Arbeiten  darüber  vorhanden  sind. 

,  Wir  werden  im  Folgenden  die  oben  formulirten  Probleme 
immer  kurz  als  Bandwerthaufgaben  bezeichnen  und  zwar  als 
erste,  wenn  die  Werthe  von  w,  als  zweite,   wenn  diejenigen 

von  ö-,  und  als  dritte,  wenn  die  Werthe  von  hü  -\-  J^  an  der 

Begrenzung  gegeben  sind;  dass  wir  diese  Bezeichnung  auch 
auf  die  räumlichen  Probleme  anwenden,   wo  man  eigentlich. 


nicht  von   einem  „Rande''  des  Bereiches  reden  kann,  dürfte 
im  Interesse  der  Kürze  wohl  zu  rechtfertigen  sein. 

§  1.     Physikalisches  Vorkommen  der  Randwerthaufgaben. 

Wie  überhaupt  in  der  vorliegenden  Abhandlung,  so 
werden  wir  uns  insbesondere  in  diesem  letzten  Theile,  über 
dessen  Gegenstand  bisher  erst  wenige  zu  sicheren  Resultaten 
führende  mathematische  Arbeiten  existiren,  von  der  physi- 
kalischen Erfahrung,  bezw.  der  physikalischen  Evident  ge- 
wisser Sätze  leiten  lassen.  Es  ist  daher  nothwendig,  dass 
wir  uns  zunächst  diejenigen  physikalischen  Probleme  ver- 
gegenwärtigen, welche  auf  die  Randwerthaufgaben  führen. 
Die  anschaulichsten  derselben  sind  die  Probleme  der  erzwun- 
genen Schwingungen,  bei  welchen  das  k^  der  Differentialglei- 
chung durch  die  Periode  der  die  Schwingung  unterhaltenden 
Kräfte  gegeben  ist.  — 

I.    Die  erste  Randwerthaufgahe  tritt  auf: 

a)  bei  den  erzwungenen  Schwingungen  einer  Membran^ 
deren  Randpunkte  durch  äussere  Kräfte  in  einer  gegebenen, 
periodischen,  transversalen  Bewegung  erhalten  werden; 

h)  bei  der  Bestimmung  des  Gleichgewichts  einer  gespannten 
Membran,  auf  welche,  nachdem  ihren  auf  einer  verticalen 
Cylinderfläche  verschiebbaren  Randpunkten  irgend  welche 
unendlich  kleine  verticale  Verrückungen  ertheilt  worden  sind, 
bis  zu  einem  beliebig  hoch  über  ihrer  ursprünglichen  hori- 
zontalen Gleichgewichtslage  liegenden  Niveau  eine  schwere 
Flüssigkeit  gegossen  ist  (vergl.  I,  B,  §  2,  a); 

c)  sodann  bei  der  nichtstationären  Wärmeleitung  in  einem 
Körper,  dessen  Oberfläche,  falls  unter  ü(x,  y,  z)  eine  längs 
derselben  gegebene  Function  verstanden  wird,  nach  dem  Ge- 
setze üe~^''^'^  erkaltet,  wofür  ein  selbst  schlecht  leitender,  von 
einer  frei  ausstrahlenden,  sehr  gut  leitenden  Hülle  von  über- 
wiegender Masse  umgebener  Körper  ein  specielles  Beispiel  (bei 
welchem  ü  constant  ist)  darbietet.  — 

In  allen  diesen  Fällen  ist  der  gegebene  Werth  h^  positiv. 
Bei  negativem  k^  tritt  die  erste  Randwerthaufgahe  für  zwei- 
dimensionale Bereiche  auf: 

Po  ekel  8,  Differentialgleichung.  16 
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d)  bei  der  Bestimmung  der  stationären  Wärmeleitung  in 
einer  dünnen  Platte,  deren  Flächen  frei  ausstrahlen,  während 
die  Randpunkte  durch  Wärmezufuhr  von  aussen  auf  gegebenen 
Constanten  Temperaturen  erhalten  werden;  ferner 

e)  beim  Problem  der  stationären  Wärmeströmung  in 
einem  cylindrischen  (oder  prismatischen)  Körper ^  für  dessen 
ebene   (zur  Mantelfläche  senkrechte)   Endflächen   eine  Bedin- 

gung  von  der  Form  hV-\-  ^—  =  0,  entsprechend  entweder 
freier  Ausstrahlung  (h  positiv,  endlich),  oder  verhinderter 
Wärmeabgabe  Qi  =  0)  oder  constajit  =  0  erhaltener  Tem- 
peratur (h  =  cx)),  besteht,  während  für  die  Mantelfläche 
die  Werthe  der  gesuchten  Lösung  von  AF=0,  d.  h.  der 
Temperatur,  gegeben  sind.  Bei  dem  letzteren  Problem 
kommt  man  dadurch  auf  die  Aufgabe  der  Integration  von 
Au  —  ¥^u  =  0  für  den  Querschnitt  bei  gegebenen  Rand- 
werthen  w(s),  dass  man,  falls  die  ;^-Axe  parallel  der  Mantel- 
fläche ist,  V  =  y'n  Un '  cos  hn  (^—^o)  sctzt,  WO  sich  die  Werthe 
von  hn  durch  die  erwähnten  Bedingungen  für  die  geraden 
Endflächen  bestimmen,  und  dass  man  die  für  die  Mantelfläche 

gegebene  Function  V  in  eine  Reihe  ^^ün{s)  cos  hn(0  —  0q) 
entwickelt,  worin  ü(s)  dann  eine  bekannte  Function  der 
Bogenlänge  s  der  Querschnitts -Randcurve  ist.  In  ähnlicher 
Weise  führen  auch  noch  andere  Potentialprobleme  auf  die 
Randwerthaufgaben  für  Au  —  Ic'^u  ==  0,  oder  auch,  wenn 
es  sich  nicht  um  cylindrische  Körper,  sondern  um  solche 
der  in  I,  §  1,  e  bezeichneten  Art  überhaupt  handelt,  für  die 
daselbst  (S.  15)  angegebene  allgemeinere  partielle  Difi'eren- 
tialgleichung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein. 

Eiu  räumliches  Problem,  bei  dem  eine  der  Randwerth- 
aufgaben für  Lösungen  der  Diflerentialgleichung  Au  —  lc^'u=0 
aufträte,  scheint  in  der  Physik  nicht  vorzukommen.  — 

IL  Die  »weite  Randwerthaufg  ahe,  also  die  Aufgabe, 
eine  eindeutige,  endliche,  stetige  Lösung  von  Au  -\-  Jc^u  =  0 
aus  den  an  der  Begrenzung  des  Gebietes  gegebenen  Werthen 
von   o—  zu  bestimmen,  liegt  beispielsweise  vor: 
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a)  wenn  diejenigen  erzwungenen  Schwingungen  der  in 
einem  geschlossenen  Räume  enthaltenen  Luftmasse  ermittelt  wer- 
den sollen,  welche  durch  eine  gegebene  periodische  Bewegung 
der  begrenzenden  starren  Fläche,  bezw.  im  Falle  einer  Luft- 
platte des  Randes,  erzeugt  werden;  denn  durch  die  Bewegung 
der  Wand  ist    die    Normalcomponente    der  Geschwindigkeit 

der  anliegenden  Lufttheilchen,  also  auch  ^  vorgeschrieben; 

h)  für  ebene  Bereiche  beim  Problem  derjenigen  unend- 
lich Meinen  Schwingungen  einer  schweren  Flüssigkeit  in  einem 
cylindrischen  Gefäss ,  welche  durch  gegebene  transversale 
Schwingungen  der  cylindrischen  Wand  hervorgerufen  werden. 

c)  Bei  einer  Membran  müsste  man  die  Neigungen  der 
Randelemente  gegen  die  Ebene  des  Randes  als  gegeben  an- 
nehmen und  zwar  als  periodische  Functionen  der  Zeit  beim 
Schwingungsproblem,  als  constant  bei  dem  oben  unter  I,  b 
erwähnten  statischen  Problem. 

IIL  Für  die  dritte  Randwerthaufgahe  gestatten  nur 
die  Wärmeprobleme  eine  einfache  anschauliche  physikalische 
Deutung. 

a)  Bei  der  nichtstationären  Wärmeleitung  in  einem  be- 
liebigen Körper  würde  dieselbe  auftreten,  wenn  der  Körper, 
wie  unter  I,  c  erläutert,  von  einem  nach  dem  Newton'schen 
Gesetze  erkaltenden  Medium  umgeben  ist,  wenn  aber  seine 
Oberfläche  nicht  jederzeit  die  Temperatur  des  letzteren  be- 
sitzt, sondern  durch  sie  hindurch  ein  W^ärmeaustausch  durch 
„äussere  Leitung"  oder  Strahlung  stattfindet;  dann  muss 
nämlich,  falls  Z7e~ "''*'''  die  Temperatur  des  umgebenden  Me- 
diums ist,  diejenige  in  dem  betrachteten  Körper  ebenfalls 
durch  einen  Ausdruck  we— «''^V  dargestellt  sein,  und   an  der 

Grenzfläche  die  Beziehung /i(w  —  Ü)  -\ ^—^ — =  0  bestehen, 

so  dass  in  der  That  hü  -\-  ^-  einer  gegebenen  Function  gleich 
sein  muss. 

h)  Bei  dem  Problem  der  stationären  Wärmeströmung  in 
einem  cylindrischen  Körper,  für. dessen  Endfläche  eine  Bedin- 

16* 
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—  dV 

gung  von  der  Form  aV-\-ßj^  =  0    gilt,   liegt    die    dritte 

Randwerthaufgabe  vor,  wenn  für  das  die  Mantelfläche  um- 
gebende Mittel  eine  zeitlich  constante  Temperaturvertheilmig 
U  gegeben  ist,  und  an  der  Mantelfläche  wiederum  ein  Wärme- 
austausch durch  äussere  Leitung  oder  Strahlung  stattfindet; 

c)  ebenso  ist  es  bei  der  stationären  Wärmeleitung  in 
einer  ausstrahlenden  dünnen  Platte,  für  deren  Rand  analoge 
Verhältnisse  wie  die  eben  bezeichneten  gelten,  nur  ist  in 
diesem  Falle  der  gegebene  Werth  h^  negativ.  — 

Vom  physikalischen  Standpunkte  aus  wird  Niemand 
daran  zweifeln,  dass  die  genannten  Probleme  im  Allgemeinen 
eine  ganz  bestimmte  Lösung  besitzen,  und  wir  schliessen  dar- 
aus, dass  dies  auch  von  den  mathematischen  Randwerth- 
aufgaben  gilt,  wofür  natürlich  nichts  destoweniger  ein  mathe- 
matischer Beweis  noch  erbracht  werden  müsste.  —  Nur 
wenn  h^  ein  ausgezeichneter  Werth  des  gegebenen  Bereiches 
ist,  ergiebt  eine  physikalische  Ueberlegung  (nämlich  bei  den 
Schwingungsproblemen  die,  dass  die  Eigenschwingungen  nicht 
unendlich  verstärkt  werden  dürfen)  die  Noth wendigkeit  einer 
Bedingung  für  die  gegebenen  Bandwerthe,  worauf  wir  später 
ausführlich  eingehen  werden. 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  denRandwerth- 
aufgaben  bei  eindimensionalen  Gebieten  die  Aufgabe  entspricht, 
eine  gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung für  u{x)  so  zu  integriren,  dass  an  den  Endpunkten  des 

Gebietes  u  oder  -j-  oder  hu  -\-  ^-  gegebene  Werthe  hat,  so 

dass  sich  also  hier  die  Aufgabe  auf  eine  Bestimmung  der 
Integrationsconstanten  reducirt.  Bekannte  physikalische  Bei- 
spiele sind  die  durch  periodische  Bewegung  der  Enden  er- 
zwungene Schwingung  einer  Saite  und  die  stationäre  Wärme- 
leitung in  einem  ausstrahlenden  Stabe,  dessen  Endflächen  an 
ein  Medium  von  gegebener  Temperatur  grenzen-,  das  erstere  ist 
geeignet,  um  sich  im  einfachsten  Falle  die  Beschränkungen 
klar  zu  machen,  welchen  die  Grenzbedingungen  zu  unterwerfen 
sind,  falls  k^  ein  ausgezeichneter  Werth  ist,  also  die  Periode 
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der  Bewegung   der  Endpunkte    mit    derjenigen   einer   freien 
Schwingung  übereinstimmt. 

Endlich   sei  bemerkt,   dass  die  Randwerthaufgaben   für 
die  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 

Alf  +  ¥ii  +  4:7t q{x,  y,z)  =  0 
und  ähnlicher,  deren  physikalische  Bedeutung  übrigens  nach 
dem  Vorhergehenden  und  den  Ausführungen  in  III,  §  5  leicht 
ersichtlich  ist,  nichts  wesentlich  Neues  gegenüber  den  Rand- 
werthaufgaben für  die  Lösungen  der  entsprechenden  Diffe- 
rentialgleichungen ohne  das  Glied,  welches  eine  gegebene 
Function  der  unabhängigen  Variabein  ist,  darbieten;  denn 
man  hat  nur  die  Randwerthaufgaben  für  diese  letzteren  zu 
lösen  und  dasjenige  Integral  der  urprünglichen  nicht  homo- 
genen Gleichung  hinzuzufügen,  welches  längs  der  Begrenzung 

verschwindet  oder  der  Bedingung  ö—  ==  0  oder  /m  +  ö—  =0 

genügt,  je  nachdem  es  sich  um  die  erste,  zweite  oder  dritte 
Randwerthaufgabe  handelt.  — 

§  2.     Exeurs  über  die  Randwerthaufgaben  in  der 
Potentialtheorie. 

Um  späterhin  den  Vergleich  mit  der  Potentialtheorie  zu 
erleichtern  und  den  Weg,  welcher  im  §  4  zur  Lösung  der 
Randwerthaufgaben  für  die  der  Differentialgleichung  Au  +  k^u 
=  0  genügenden  Functionen  angedeutet  werden  wird,  durch 
die  Analogie  mit  den  Methoden  in  der  Potentialtheorie  zu 
begründen,  ist  es  wohl  zweckmässig,  eine  Uebersicht  über 
die  Behandlungsweisen  der  Randwerthaufgaben  in  der  Föten- 
tialtheorie  vorauszuschicken. 

a.  DiricMefsches  Princip.  Eindeutigkeitsbeweis. 
Die  fundamentale  Aufgabe  der  Potentialtheorie,  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  A  F  =  0  für  einen  gegebenen 
ebenen  oder  räumlichen  Bereich  so  zu  bestimmen,  dass  sie 
im  Innern  desselben  nebst  ihren  ersten  Derivirten  überall 
endlich  und  stetig  ist  und  längs  dessen  Begrenzung  vor- 
geschriebene Werthe  annimmt,  d.  i.  also  die  erste  Mandwerth- 
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aufgäbe,  hat  die  Mathematiker  und  Physiker  bekanntlich  seit 
langer  Zeit  in  hervorragendem  Maasse  beschäftigt.  Zuerst 
suchte  man  nur  die  Existem  einer  solchen  Lösung  ganz 
allgemein  zu  beweisen  und  bediente  sich  dabei  jener  Schluss- 
weise, welche  durch  Biemann  die  Bezeichnung  „Birichlef sches 
Princip"  erhalten  hat*)  und  unter  diesem  Namen  jedenfalls 
in  deutschen  mathematischen  Kreisen  allgemein  bekannt 
ist.  Der  Grundgedanke  des  Dirichlet'schen  Princips,  nämlich 
die  Existenz  einer  Function  daraus  zu  erschliessen,  dass  ein 
gewisses  Integral  mit  lauter  positiven  Elementen  ein  Minimum 
besitzen  müsse,  findet  sich  u.  a.  bereits  bei  Green  in  seiner 
Abhandlung  „On  the  Attraction  of  Ellipsoids"**),  angewendet 
auf  die  Lösungen  einer  allgemeineren  partiellen  Differential- 
gleichung (für  Potentiale  im  Räume  von  s  Dimensionen),  so- 
dann bei  Sir  W.  Thomson,  welcher  jene  Schlussweise  auf 
Integrale  der  Differentialgleichung 

sowie  auf  Potentiale  anwendet,  welche  ausserhalb  einer  ge- 
schlossenen Fläche  die  Stetigkeitseigenschaften  und  auf  der- 
selben gegebene  Werthe  von  -ö—  besitzen  sollen***). 

Bekanntlich  besteht  das  Dirichlet'sche  Princip  im  We- 
sentlichen in  folgender  Erwägung:  Die  Variationsrechnung 
lehrt,  dass  nachstehende  Beziehung  gilt: 

*)  Biemann,  Bestimmung  einer  Function  einer  veränderlichen 
complexen  Grösse  durch  Grenz-  und  ünstetigkeitsbedingangen.  Crelle's 
Journal  54,  p.  111.  1857.  —  Biemann  hat  obige  Bezeichnung  gebraucht, 
weil  er  das  Princip  in  den  Vorlesungen  Dirichlefs  kennen  gelernt 
hatte.  Wie  letzterer  dasselbe  angewendet  hat,  ist  aus  der  Grube'schen 
Ausgabe  der  Vorlesungen  Dirichlet's  „über  die  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte"  (Leipzig  1876), 
p.  127—129,  ersichtlich. 

**)  Transactions  of  the  Cambridge  Phil.  Soc,  1835;  Green' s  Math. 
Papera  p.  192—194. 

***)  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal  1848  und  Liouville's 
Jouru.  1847.  —  Auf  die  erste  liandwerthaufgabe  hat  Thomson  das 
Dirichlet'sche  Princip  angewendet  im  Appendix  A  (p.  167  — 171)  der 
Natural  Philosophy. 
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I        'i// isr +©"+©;!  * 

^^  soll  also  das  auf  der  linken  Seite  stehende  Integral  ein 
Minimum  sein,  während  die  Werthe  von  V  an  der  Oberfläche 
des  betrachteten  Bereiches  gegeben,   mithin  die  Variationen 

IdV  daselbst  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Function  F  der 
partiellen  Differentialgleichung  AF==0  genügen.  Da  nun 
das  Integral  ffj  j(|^)  +  (|y)  +  (g^)')  dv  lauter  posi- 
tive  Elemente  hat,  so  muss  es  einen  bestimmten  endlichen  Mi- 
nimum werth  besitzen;  folglich  ^ie&^  es  eine  Function  V,  welche 
im  betrachteten  Bereiche  der  Differentialgleichung  AF=0  ge- 
nügt und  an  der  Begrenzung  gegebene  Werthe  annimmt.  — 
In  analoger  Weise  würde  man  die  Existenz  einer  Lösung 
der  zweiten  bezw.  dritten  Randwerthaufgabe  daraus  erschliessen, 

dass  das  Integral  Jjj  {©'+  (g-)'+  (|^)'}  dv  auch 

ein  bestimmtes  Minimum  annehmen  muss,  wenn  F  der 
Nebenhedingung  genügt,  dass 

JjFVdo  bezw.    ff{FV+  V')do, 

worin  F  eine  längs  der  Begrenzung  gegebene  Function  be- 
zeichnet, einen  constanten  Werth  besitzen  soll;  denn  das 
Verschwinden  der  ersten  Variation  erfordert  dann,  dass  für 
die  Begrenzung 

AF  +  |^  =  — 4-i^ 

*     on  2     ,• 

ist,  wo  A  eine  als  Lagrange'scher  Multiplicator  auftretende 
Constante  bedeutet.  —  Natürlich  würden  ganz  entsprechende 
Betrachtungen  für  Lösungen  von  A  F  =  0  in  der  Ebene  an- 
zustellen sein  (für  welche  sie  von  Biemann  zu  seinen  Exi- 
stenzbeweisen benutzt  worden  sind). 

Auf  dem  Grundgedanken  des  Dirichlet'schen  Princips 
beruht  auch  der  von  Gauss  in  seinen  „allgemeinen  Lehr- 
sätzen in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des 
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Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Anzieh ungs-  und  Ab- 
stos sungs- Kräfte"  (Art.  30 — 33)  gegebene  Beweis  für  den 
Satz,  dass  man  ein  Potential  von  gegebenen  Massen,  welche 
ausserhalb  eines  geschlossenen  Raumes  liegen,  für  das  Innere 
des  letzteren  durch  dasjenige  einer  bestimmten  Massenbele- 
gung seiner  Begrenzungsfläche  ersetzen  kann.  Die  Lösbar- 
keit dieser  Aufgabe,  welche  mit  der  ersten  Randwerthaufgabe 
im  Grunde  identisch  ist,  erschloss  Gauss  nämlich  daraus, 
dass    das    über    die    geschlossene    Begrenzungsfläche    jenes 

Raumes   erstreckte  Integral     /   /  (F — 2ü)mdOy   worin  ü 

eine  längs  der  Fläche  gegebene  Function,  m  die  Dichtigkeit 
der  gesuchten  Oberflächenbelegung  und  V  deren  Potential 
bedeutet,  ein  Minimum  besitzen  müsse. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  (auf  Grund  von  Bemerkungen, 
welche  zuerst  von  Weierstrass  gemacht  worden  sind  und  die 
allgemeinen  Grundlagen  der  Variationsrechnung  betreffen) 
erkannt,  dass  das  Dirichlet'sche  Princip  als  Existensheweis 
nicht  stichhaltig  ist*)j  und  dass  der  einzige  zulässige  Existenz- 
beweis eine  Methode  mr  wirMichen  Herstellung  der  Lösung 
ist**).  Solche  Methoden,  welche  bei  gewissen  Beschränkungen 
in  Betreff  der  Begrenzung  des  Bereiches  und  der  gegebenen 
Randwerthe  in  diesem  Sinne  anwendbar  sind,  werden  weiter 
unten  Erwähnung  finden. 

Richtig  ist  demnach  nur  die  Urnkehrung  des  Dirichlet- 
schen  Princips,  nämlich  der  Satz,  dass  für  eine  nebst  ihren 
ersten  Ableitungen  innerhalb  eines  gegebenen  Bereiches  end- 
liche und  stetige,  der  partiellen  Differentialgleichung  AF=0 
genügende  Function  das  über  jenen  Bereich  erstreckte  Inte- 

«""^  ///!©'+  ©'+  Ol"^"  ^'°  Mnimum  wird, 
und  zwar  ein  absolutes  Minimum,  wenn  die  Randwerthe  von 
V,  ein  relatives  für  die  Nebenbedingung     /   /  {FV  -\-  V'^)do 

*)  Vergl.  die  Literaturangaben  in  BaoharacJi's  „Geschichte  der 
Potentialtheorie". 

**)  Vergl.  C.  Neumann^   Untersuchungen   über    das  Newton'sche 
und  logarithmische  Potential,  p.  36—42  und  101—107. 
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=  Const.,  wenn  die  Randwerthe  einer  linearen  Verbindung 
von   V  und    -k—    gegeben    sind.     Ferner    bleibt    der    (zuerst 

wohl  ebenfalls  von  W.  Thomson  geführte)  Beweis  der  Ein- 
deutigkeit der  Kandwerthaufgaben  bestehen,  welcher  auf 
folgender  üeberlegung  beruht.  Ist  V  eine  den  Stetigkeits- 
eigenschaften und  der  Gleichung  AF  ==  0  innerhalb  eines 
bestimmten  Bereiches  (der  sich  auch  ins  Unendliche  erstrecken 
darf)  genügende  Function,  so  gilt  nach  dem  Green'schen  Satze: 

Angenommen  nun,  es   gebe  swei  solche  Functionen  T^ 

—  ^Y  —       ^Y 

welche  dieselben  Eandwerthe  V  oder  j-  oder  hV -\-  -^  be- 
sitzen, wobei  h  positiv  sei,  so  wären  für  ihre  Differenz  V 
jene  Randwerthe  gleich  0,  folglich  wäre  die  rechte  Seite  obiger 
Gleichung    in    den    beiden    ersten    Fällen   =  0,   im    dritten 

=  —    I  I  hV^do'j  beides  ist  unmöglich,  so  lange  die  beiden 

V  verschieden  angenommen  werden,  da  die  linke  Seite  dann 
sicher  >  0  ist-,  folglich  besitzen  die  Rand werth aufgaben  nur 
eine  Lösung,  wenn  sie  überhaupt  eine  besitzen.  Für  die 
dritte  Randwerth aufgäbe,  mit  welcher  sich  bisher  nur  Dini 
beschäftigt  zu  haben  scheint  (vgl.  §  12  des  IL  Theiles),  gilt 
dieser  Schluss  nur  hei  positivem  h\  im  Falle  eines  negativen 
h  der  Grenzbedingung  kann  es  nämlich,  wie  wir  schon  früher 
sahen,  in  der  That  „ausgemchnete^^  Lösungen  der  Differential- 
gleichung des  Potentials  geben,  welche  man,  nachdem  man  sie 
mit  willkürlichen  Constanten  multiplicirt  hat,  zu  der  einmal 
gefundenen  Lösung  der  Randwerthaufgabe  hinzufügen  kann. 
Bei  der  zweiten  Randwerthaufgabe  kann  man  nur  schliessen, 
dass  V  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist,  entsprechend 
dem  Vorhandensein  der  „ausgezeichneten"  Lösung  F=  Const. 

h,   Methode  der  Green'schen  Functionen. 

Durch  die  Einführung  der  Green'schen  Functionen  wird 
keine   directe  Lösungsmethode,    sondern  nur  eine  Eeduction 


250  üeber  die  Gleichung:  Au  -\-  Jc'^u  =  0. 

der  allgemeinen  Rand werth aufgaben  auf  einfachere  specielle 
erreicht.  Ueber  die  Beweise  für  die  Existenz  der  Green'schen 
Functionen  gilt  daher  dasselbe,  wie  über  die  Existenzbeweise 
für  die  Lösungen  der  allgemeinen  Randwerthaufgaben;  ihre 
Existenz  lässt  sich  aber  durch  physikalische  Erwägungen 
besonders  gut  plausibel  machen. 

Unter  der  Green' sehen  Function  eines  Bereiches  schlechthin 
versteht  man  in  der  Regel  diejenige  eindeutige  Potential function, 
ivelche   innerhalb  jenes  Bereiches  in   einem  Funkte  x^^  y^,  ^^ 

unendlich  gross  wird  wie  —  im  Fall  des  Baumes^  me  —  log  r^ 

im  Fall  der  Ebene j  welche  sonst  überall  endlich  und  stetig  ist 
und  an  der  ganzen  Begrenzung  verschwindet.  Sie  wurde  von 
Green  1828  in  dem  „Essay  on  the  application  of  mathematical 
analysis  to  the  theories  of  electricity  and  magnetism"  ein- 
geführt und  seitdem  unter  verschiedenen  Bezeichnungen 
vielfach  angewendet  ((7.  Neumann  z.  B.  nennt  obige  Function 

erst  nach  Subtraction  von  —   Green'sche  Function,   F.  Neu- 

mann  nennt  sie  charakteristische  Function  für  die  elektro- 
statische Vertheilung).  Wir  werden  die  oben  definirte  Function 
die  erste  Green'sche  Function  nennen  im  Gegensatz  zu  den 
analogen  Functionen,  mit  deren  Hülfe  sich  die  zweite  und 
dritte  Randwerthaufgabe  lösen  lassen,  und  sie  mit  0^^"^°^° 
bezeichnen.  Dieselbe  hat  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft, 
dass  sich  ihr  Werth  bei  Vertauschung  des  Parameterpunktes 
Xq,  2/o>  ^0  ^^^  ^®^  Argumentpunkte  Xj  y,  z  nicht  ändert,  ein 
Satz,  der  sich  durch  Anwendung  der  Green'schen  Gleichung 
(59)  auf  die  beiden  Functionen  G"''^'"''  und  G""^"  leicht  be- 
weisen  lässt.  —  Dass  die  Bestimmung  von  G  in  der  That  auf 
einen  speciellen  Fall  der  ersten  Randwerthaufgabe  zurück- 
kommt, geht  daraus  hervor,  dass  man  G  kennt,  sobald  die- 
jenige   im    ganzen   Bereiche   endliche  und   stetige  Potential- 

function  gefunden  ist,  deren  Randwerthe  —  .  bezw. 
+  log  r^  sind. 

Physikalisch   lässt  sich   die  Function  G^J^^'"  deuten  als 
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das  Potential  eines  in  x^^  y^,  Zq  befindlichen  elektrischen 
Massenpunktes  +  1  und  der  von  ihm  auf  einer  geschlossenen 
leitenden  Fläche  inducirten  Belegung  für  deüjenigen,  von 
jener  Fläche  begrenzten  Theil  des  Raumes,  welcher  den 
Punkt  Xq,  y^,  Zq  enthält;  es  kann  dies  sowohl  der  von  jener 
Fläche  umschlossene,  als  der  ausserhalb  liegende  und  sich 
ins  Unendliche  erstreckende  Raum  sein.  Durch  diese  physi- 
kalische Bedeutung  der  Green'schen  Function  kann,  wie  auch 
Green  selbst  dargelegt  hat,  ihre  Existenz  für  einen  beliebigen 
räumlichen  Bereich  als  sichergestellt  gelten.  Für  ebene  Bereiche 
könnte  man  zu  diesem  Zwecke  die  Function  G  als  das  Po- 
tential derjenigen  stationären  elektrischen  Strömung  auffassen, 
welche  entsteht,  wenn  sich  in  einem  Punkte  Xqj  y^  die  posi- 
tive Elektrode  befindet,  und  der  ganze  Rand  des  Gebietes 
(welcher  aus  sehr  viel  besser  leitendem  Materiale,  als  das 
Innere,  bestehen  möge)  als  negative  Elektrode  fungirt  und  auf 
dem  Potential  0  erhalten  wird.  —  Uebrigens  ist  die  erste 
Green'sche  Function  für  ebene  Bereiche  der  reelle  Theil  der- 
jenigen Function  von  x  +  iy,  welche  die  conforme  Abbildung 
des  betreffenden  Bereiches  auf  einen  Parallelstreifen  vermittelt, 
und  ist  daher  für  alle  Bereiche  bekannt,  welche  man  auf 
einen  Parallelstreifen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
auf  einen  Kreis  conform  abbilden  kann. 

Mit  Hülfe   der  Green'schen  Function  G  stellt  sich   nun 
die  Lösung  der  ersten  Rand werthauf gäbe  in   der  Form  dar: 

^(^o;  2/o,  ^o)  =  —  4',r  J  J    ^  -^fn^  ^^  ^^"^  räumliche, 

^(^o;  yo)  =  -^J   ^  -^^  ^5  ^^^  ^^®°®  Bereiche, 

wie  sich  leicht  mittelst  des  Green'schen  Satzes  ergiebt.  Man 
kann  die  erstere  Gleichung  auch  auf  Räume  anwenden,  die 
sich  in's  Unendliche  erstreclcen,  vorausgesetzt,  dass  sich  V  selbst 

im  Unendlichen  regulär  verhält,  d.  h.  unendlich  klein  wie  — 

wird;  denn  zu  den  im  Endlichen  liegenden  Begrenzungsflächen 
eines  solchen  Raumes  kann  man  eine  Kugelfläche  von  unendlich 
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grossem  Radius  hinzunehmen,  ohne  einen  neuen  Beitrag  zu 
dem  Doppelintegral    zu  erhalten,    weil   in  unendlicher  Ent- 

fernung  -^  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  wird. 

Setzt  man  in  der  Formel 

angewendet  auf  das  Innere  einer  geschlossenen  Fläche  0,  für 
V  das  Potential  —  eines  äusseren  Massenpunktes  1,  so  zeigt 

sie,  dass  das  Potential  des  Punktes  x^^y^j  0q  auf  den  letzteren 
äquivalent  ist  dem  Potentiale    einer  Oherflächenhelegung  von 

der  Dichte  — &^^—'    Hieraus  folgt,  dass  das  Potential 

4:71       dn  °  ^ 

beliebiger  in  0  eingeschlossener  Massen  für  den  Raum  ausser- 
halb 0  ersetzt  werden  kann  durch  das  Potential  einer  ein- 
fachen Belegung  der  Fläche  0.  Dasselbe  gilt  für  Potentiale 
äusserer  Massen  im  von  0  umschlossenen  Räume  (Gauss, 
Allgemeine  Lehrsätze  etc.,  Art.  36).  Ein  analoger  Satz  er- 
giebt  sich  natürlich  für  ehene  Bereiche. 

Die  Behandlung  der  zweiten  Randwerthaufgahe  mittelst 
einer  „Green'schen  Function"  hat  zuerst  F.  Neumann  gegeben*). 
Die  von  ihm  eingeführte  „charakteristische  Function"  U 
ist  (im  Räume)  dadurch  definirt,  dass  sie  in  einem  Punkte 
des  Bereiches    unendlich   gross   wie  —  wird    und    längs   der 

ganzen  Begrenzungsfläche  einen  constanten  Difi'erentialquo- 
tienten  nach  der  Normale  hat.  Mittelst  dieser  Function  U 
drückt  sich  ein  überall  endliches  und  stetiges  Potential  V  durch 

dV 
die  gegebenen  Randwerthe  von  k—  mittelst  der  Formel  aus: 

ist   also   selbstverständlich    nur    his    auf  eine   additive    Con- 

*)  Vorlesungen  über  das  Potential,  herausgegeben  von  C.  Neu- 
mann ^  Leipzig  1887,  Cap.  XI,  §  5.  —  Vgl.  übrigens  auch  Bini:  SuU' 
una  funzione  analoga  a  quella  di  Green.  Atti  d.  Acc.  d.  Lincei  (2)^  III, 
p.  129—137.    1878. 
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stante  bestimmt.  F.  Klein  hat  in  seiner  Vorlesung  über 
Potentialtheorie  (IL  Theil,  Sommersemester  1888)  die  Lö- 
sung der  zweiten  Randwerthaufgabe  übersichtlicher  dar- 
gestellt mit  Hülfe  einer  neuen  Art  von  Green'scher  Function 
(wir  können  sie  die  zweite  Green'sche  Function  nennen) 
YXoyoz^\x,y^z, ^  ^^l^j^^  ^^  ^^^^  ßf^ll^  ^^^  y^^  ^^  g^g  jßereiclies  un- 
endlich gross  wird  wie  +  — ,  an  einer  zweiten  Stelle  x^,  y^y  0^ 
wie und  an  der  Begrenmngsfläche  einen  verschwindenden 

Differentialquotienten  nach  der  Normale  besitzt-^  die  letztere  Eigen- 
schaft kann  man  nur  fordern,  wenn  man  zwei  entgegengesetzte 
„Pole"  (d.  h.  Unendlichkeitsstellen)  einführt.  Die  Function  f  ist 
durch  die  angegebenen  Eigenschaften  (zu  denen  die  Eindeutig- 
keit, Stetigkeit  und  Endlichkeit  im  ganzen  Bereiche  ausser  in  den 
„Polen"  hinzukommt)  nur  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt. Um  sie  vollständig  zu  definiren,  müsste  man  etwa  noch 
einen  Punkt  x\  y\  z  angeben,  in  welchem  sie  verschwinden 
soll;  indessen  ist  dies  für  die  hier  beabsichtigte  Verwendung 
der  Function  f  weiter  nicht  erforderlich,  weil  die  gegebenen 

Randwerthe  von  ö—  bekanntlich  der  Bedingung  /    /  ■K-do  =  ^ 

genügen  müssen,  damit  die  aus  ihnen  zu  bestimmende  Po- 
tentialfunction  F  im  ganzen  Bereiche  überhaupt  endlich  und 
stetig  sein  kann,  und  weil  daher  eine  in  f  enthaltene  additive 

Constante   den  Werth  des  Integrals     /    /    V  -^^  do  nicht  he- 

einflusst  Nur  im  Interesse  der  Symmetrie  empfiehlt  es  sich, 
den  erwähnten  Punkt  x\  y\  z  einzuführen  und  als  zweiten 
Argumentpunkt  zu  betrachten.     Die  Function 

_xo«/o«o;«iyi^i 

xyz\x  y  z' 

besitzt  dann  die  Eigenschaft,  bei  Vertauschung  der  beiden 
Argumentpunkte  ic,  y,  z  und  x  ^  y\  z  mit  den  beiden  Parameter- 
punkten (Polen)  Xqj  y^,  Zq  und  iP^,  i/i,  z^  migeändert  zu  bleiben. 
Dieses  Reciprocitätsgesetz  der  Function  f  ist  in  ähnlicher  Weise 
mittelst  des  Green'schen  Satzes  ableitbar,  wie  oben  für  das 
Reciprocitätsgesetz  der  Function  G  angedeutet  wurde. 
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Die  Existenz  dieser  zweiten  Greeü'schen  Function  kann 
als  sicliergestellt  gelten  durch  die  unzweifelhafte  physika- 
lische Thatsache,  dass  in  einem  leitenden  Körper^  welcher  eine 
Zuleiümgs-  und  eine  Ableitung sstelle  von  gleicher  Ergiehigheit 
(entsprechend  den  beiden  Polen  vod  f)  enthält,  eine  stationäre 
elehtrische  oder  Wärmeströmung  eintritt-^  die  Function  f  be- 
deutet nämlich  das  Potential  bei  der  ersteren  Strömung,  die 
Temperatur  bei  der  letzteren,  falls  der  Körper  von  einer 
nichtleitenden,  bezw.  adiathermanen  Hülle  umgeben  ist. 

Die  Lösung  der  zweiten  Randwerthaufgabe,  welche  sich 
mit  Hülfe  der  Function  f  durch  Anwendung  des  Green'schen 
Satzes  auf  die  Oberfläche  des  gegebenen  Bereiches  und  zwei 
unendlich  kleine,  die  Punkte  oCq,  y^,  ^q  und  iCi,  y^  z^  um- 
schliessende  Kugelflächen  ergiebt,  hat  nun  folgende  Form : 

v{x„  y„  .„)  =  V{x„y„z,)  -  ^-  ff^^  r:;-:;;;'- .  do. 

Man  sieht  daraus,  dass  in  der  That  der  Punkt  a?i,  y^  z^ 
dazu  dient,  die  zunächst  auftretende  willkürliche  Constante 
zu  bestimmen. 

Mittelst  der  Function  V  kann  man  das  Potential  be- 
liebiger Massen  für  einen  Raum,  welcher  letztere  nicht  ent- 
hält, durch  das  Potential  einer  Doppelhelegung  einer  jenen 
Raum  umschliessenden  Fläche  ersetzen,  analog  wie  es  mittelst 
der  ersten  Green'schen  Function  durch  das  Potential  einer 
einfachen  Oberflächenbelegung  ersetzt  werden  konnte. 

Für  ebene  Bereiche  lässt  sich  die  zweite  Randwerthauf- 
gabe mit  Hülfe  einer  der  oben  definirten  ganz  analogen 
Function  f,  welche  aber  in  den  beiden  „Polen"  logarithmisch 
unendlich  gross  wird,  lösen*).     Indessen  kann  man  hier  die 


*)  Die  erste  und  zweite  Green'sche  Function  ebener  Bereiche 
lassen  sich,  wie  F.  Klein  in  seinen  Beiträgen  zur  „Riemann'schen 
Functionentheorie",  Math.  Ann.  21,  §  9  (1882)  dargelegt  hat,  als  Special- 
fiiUe  von  Potentialen  auffassen,  die  auf  geschlossenen  Flächen  überall 
eindeutig  sind  und  zwei  entgegengesetzte  Pole  bezw.  zwei  Paare  von 
solchen  besitzen;  man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  den  ebenen  Bereich 
als  aus  zwei  übereinander  liegenden,  am  Rande  zusammenhängenden 
Blättern  bestehend  zu  betrachten.     Die  Function  G  besitzt  dann  ent- 
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zweite  Randwerthaufgabe  auch  auf  die  erste  zurückführen 
auf  Grund  der  Eigenschaft  des  logarithmischen  Potentials, 
der  reelle  Theil  einer  Function  complexen  Argumentes  V-\-iW 

dV 
zu   sein;    denn  mit   den  ßandwerthen  von  y-  sind  zugleich 

diejenigen  von  -0 — ,  also  bis  auf  eine  additive  Constante  auch 

die  von  W  selbst  bekannt,  welche  letztere  Function  ja  eben- 
falls ein  Potential  ist. 

Die  dritte  Randwerthaufgabe  der  Potentialtheorie,  welche 
z.  B.  vorliegt,  wenn  die  stationäre  Wärmeströmung  in  einem 
leitenden  Körper,  in  dessen  Umgebung  die  Temperatur  mit 
dem  Ort  variirt,  ermittelt  werden  soll,  könnte  mit  Hülfe 
einer  dritten  Green'schen  Function  (SJ,  welche  an  der  Begrenzung 

des   Bereiches   der  Bedingung  JiQ^  -\-  ^—  =  0     zu     genügen 

hätte,  gelöst  werden.  Diese  Behandlungsweise  der  dritten 
Randwerthaufgabe,  welche  in  der  Potential theorie  noch  nir- 
gends durchgeführt  sein  dürfte,  werden  wir  jedoch  erst  bei 
den  der  Differentialgleichung  Au  -{-  Ic^ü  =  0  genügenden 
Functionen  erörtern,  wo  sie  mehr  Interesse  darbietet;  die 
dort  zu  gebenden  Entwickelungen  können  dann  ja  auch  leicht 
für  den  Fall  ^  =  0,  also  für  die  Potentialgleichung,  specia- 
lisirt  werden. 

c.    Comhinationsmethode  von  C.  Neumann  und  H.  A.  Schwarz. 

Ist  die  Randwerthaufgabe  (es  handelt  sich  hier  nur  um 
die  erste)  für  specielle  Bereiche  gelöst,  so  kann  man  mittelst 
der  „Comhinationsmethode^'    oder   des    „Grenzübergangs    durch 

gegengesetzte  Pole  in  zwei  correspondirenden  Punkten  der  Vorder-  und 
Rückseite,  die  Function  T  zwei  gleiche  positive  Pole  in  einem  Paare, 
zwei  gleiche,  jene  ergänzende,  negative  in  einem  zweiten  Paare  solcher 
Punkte.  Es  tritt  so  auch  hervor,  dass  die  oben  erwähnten  Reciproci- 
tätssätze  der  Functionen  G  und  T  in  enger  Beziehung  stehen  zur 
Vertauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  bei  den  Abel'schen 
Integralen  dritter  Gattung.  —  Die  dritte  Green'sche  Function  eines 
ebenen  Bereiches  lässt  sich  nicht  in  ähnlicher  Weise  als  Specialfall 
eines  auf  einer  geschlossenen  Fläche  eindeutigen  logarithmischen  Po- 
tentials auffassen.  — 
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alternirendes  Verfahren"^  welche  gleichzeitig  (1870)  von  C.  Nm- 
mann  und  H.  Ä.  Schwarz  aufgefunden  wurden^),  die  Lösung 
auch  für  solche  Bereiche  herstellen,  welche  aus  jenen  spe- 
ciellen  so  zusammengesetzt  sind,  dass  letztere  theil weise 
übereinander  greifen.  — 

Das  Verfahren,  welches  //.  A.  Schwarz  in  den  Berliner 
Monatsberichten  von  1870,  p.  780 — 84,  für  elene  Bereiche 
mitgetheilt  hat**),  ist  im  Wesentlichen  folgendes: 

T^  und  Tg  seien  zwei  Bereiche,  für  welche  man  die  erste 
Randwerthaufgabe  schon  gelöst  hat;  dieselbe  soll  nun  für 
einen  Bereich  gelöst  werden,  welcher  aus  T^  und  T^  so 
zusammengesetzt  ist,  dass  beide  ein  Stück  T  gemeinsam 
haben.  Die  äusseren  Randcurven  von  T  seien  Lq  (I\  ange- 
hörig) und  Xg  (Tg  angehörig);  das  Stück  der  Begrenzung  von 
1\,  welches  innerhalb  Tg  liegt,  werde  mit  Zg,  dasjenige  der 
Begrenzung  von  T^,  welches  in  das  Innere  von  T^  fällt,  mit 
L^  bezeichnet.  Längs  jL^  und  ig  sind  die  Werthe  F,  welche 
die  Lösung  von  AF=0  daselbst  annehmen  soll,  beliebig 
vorgegeben;  ihre  untere  Grenze  sei  Ä;,  die  obere  g.  —  Man 
nehme  nun  zunächst  längs  L^  die  Werthe  von  V  willkürlich, 
z.  B.  =  Z;,  an  und  integrire  AF==  0  dementsprechend  für 
den  Bereich  T^;  die  Lösung  werde  mit  F^  bezeichnet.  Nun 
bestimme  man  diejenige  Lösung  für  Fg,  welche  längs  L^  die 
gegebenen  Randwerthe  F  hat  und  längs  L^  mit  Fj  überein- 
stimmt. Darauf  wird  wieder  eine  Lösung  F3  von  A  F  =  0 
so  bestimmt,  dass  sie  längs  L^  die  Werthe  F,  längs  L^  die- 
selben Werthe  wie  Fg  hat.  So  fortfahrend  erhält  man  je 
eine  unendliche  Reihe  von  Potentialen  mit  ungeraden  Indices, 
welche  für  Tj,  und  von  solchen  mit  geraden  Indices,  welche 
für  Tg  definirt  sind,  und  welche  alle  längs  L^  und  Zg  die 
vorgeschriebenen  Werthe  F  annehmen.  Die  Functionen  beider 
Reihen  sind  hiernach  sämmtlich  für  das  Gebiet  T  erklärt  und 
stimmen  auf  dessen  Begrenzungscurven  abwechselnd  überein, 

*)  Cf.  Berichte  der  k.  sächsischen  Gesellschaft,  Math.-phys.  Classe, 
1888,  p.  122. 

**)  Vgl.  auch  Schwarz*  gesammelte  math.  Abhandlungen  II,  p.  133  ff. 
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nämlich  V^n—i  mit  F2«  auf  L^y  V^n+i  mit  V2n  auf  L^.  Es 
lässt  sich  nun  zeigen,  dass  sich  V^n  und  V2n+i  hei  unbe- 
grenzt wachsendem  n  je  einer  bestimmten  Grenzfunction 
nähern,  dass  nämlich  die  unendlichen  Reihen 

V  =  r,  +  (F3  -  F,)  +  (F,  -  F3)  +  •  ■  • 
und 

V'=r,  +  (F,  -  F,)  +  (F,  -  F,)  +  •  •  • 

unbedingt  convergiren  und  in  T^  bezw.  Tg  der  Dififerential- 
gleichung  AF=  0  genügen.  Der  Convergenzbeweis  beruht 
auf  folgendem,  von  H.  A.  Schwarz  1.  c.  p.  780  abgeleiteten  Hülfs- 
satze:  Ist  die  Peripherie  eines  Bereiches  T  in  Strecken  von  ge- 
rader tmd  solche  von  ungerader  Ordnungszahl  getheilt,  und  eine 
Lösung  V^  von  A  Fj  =  0  so  bestimmt,  dass  sie  auf  den  ersteren 
=  0 ,  auf  den  letzteren  dem  absoluten  Betrage  nach  ^  g^  ist, 
so  ist  längs  solcher  innerhalb  T  verlaufender  Linien,  welche 
mit  den  Randstrecken  von  ungerader  Ordnungszahl  höchstens 
die  Endpunkte  gemein  haben,  F^  überall  ^  qg^^ ,  wenn  q  einen 
echten  Bruch  bezeichnet.  Aus  diesem  Satze  folgt  nämlich,  dass 
auf  Z^  (F,  -r,)<g-]c<  G,  längs  L,  {V,  -  F.)  <  Gq„ 
längs  L2  (F4  —  F2)  <  (jrqiq2  ist  u.  s.  f.,  woraus  sich  die 
Convergenz  obiger  Reihen  ergiebt. 

Die  Grenz  Functionen  V,  Y",  welche  beide  für  das  Ge- 
biet T  defiuirt  sind,  stimmen  nun  nach  dem  oben  Gesagten 
sowohl  längs  Zj,  als  längs  L^  überein;  folglich  sind  sie  in  T 
überhaupt  identisch.  Hieraus  folgt  aber,  dass  V  und  V"  auch 
im  ganzen  Gebiete  eine  und  dieselbe,  der  Differentialglei- 
chung AF=0  genügende  Function,  welche  längs  Lq  und  L^ 
die  Werthe  F  annimmt,  darstellen,  dass  also  das  beschrie- 
bene Approximationsverfahren  in  der  That  die  Lösung 
der  ersten  Randwerthaufgabe  für  den  combinirten  Bereich 
liefert.  — 

Da  nun  die  Green'sche  Function  und  somit  die  Lösung  der 
ersten  Randwerthaufgabe  für  solche  ebene  Bereiche  angebbar 
ist,  welche  man  auf  die  Fläche  eines  Kreises  conform  ab- 
bilden kann,  und  da  letzteres  immer  für  Flächenstücke  von 
geeigneter  Ausdehnung,  welche  einerseits  an  ein  singulari- 
tätenfreies Stück   einer  analytischen  Curve  angrenzen,  mög- 

Pockels,  Differentialgleichung.  17 
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lieh  ist*),  so  ergiebt  sich  mittelst  der  combinatorischen 
Methode,  dass  die  erste  Bandwerthaufgahe  für  alle  ebenen  Be- 
reiche, welche  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Singularitäten- 
freien,  sich  nicht  berührenden  Stüclcen  analytischer  Linien  begrenzt 
werden,  lösbar  ist*^). 

Wir  haben  hier  gerade  dieses  alternirende  Verfahren  von 
H.  Ä,  Schwarz  angedeutet,  weil  sich  an  dasselbe  gewisse  später 
zu  besprechende  Untersuchungen  Picard's  über  die  Lösuugen 
von  Au  +  k^u  ==  0  anschliessen.  —  Die  Combinationsmethode 
von  C.  Neumann  stimmt  im  Principe  mit  dem  Verfahren  von 
Schwarz  überein;  in  seinen  „Untersuchungen  über  das  New- 
ton'sche  und  logarithmische  Potential"  p.  310  —  38  unter- 
scheidet C.  Neumann  drei  Fälle  je  nach  der  Lage  der  Rand- 
curven  der  zu  combinirenden  Bereiche  und  des  neuen  Bereiches 
zu  einander.  Er  hat  die  Combinationsmethode  auch  in  gleicher 
Weise  auf  räumliche  Bereiche  angewendet,  während  sich 
Schwarz  auf  ebene  Gebiete  beschränkte.  —  Ob  ähnliche  com- 
binatorische  Methoden  bei  der  zweiten  Bandwerthaufgahe  zum 
Ziele  führen  würden,  scheint  bisher  nicht  untersucht  worden 
zu  sein.  — 

d.    Methode  des  arithmetischen  Mittels  von  C.  Neumann. 

Ein  Verfahren,  welches  die  Lösung  der  ersten  Randwerth- 
aufgabe  direct  für  gewisse  sehr  allgemeine,  ebene  oder  räum- 
liche Bereiche  liefert,  ist  die  von  C.  Neumann  herrührende 
Methode  des  arithmetischen  Mittels**"^),    Dieselbe  beruht  darauf, 


*)  Ein  Beweis  für  noch  allgemeinere  Bereiche  ist  gegeben  von 
H.  Ä.  Schwarz,  Zur  Theorie  der  Abbildung,  ges.  math.  Abhandlungen 
II.  p.  108.  —  Vergl.  auch  A.  HarnacJc,  Grundlagen  zur  Theorie  des 
log.  Potentials  etc.  (Leipzig  1889)  §  39. 

**)  H.  Ä.  Schwarz,  Berliner  Berichte  1870,  p.  784.  —  Ueber  die 
functionentheoretische  Bedeutung  der  Combinationsmethode  vergleiche 
man  G.  Neumann's  „Vorl.  über  Riemann  s  Theorie  der  Aberschen  In- 
tegrale "  (2.  Aufl.,  Leipzig  1884)  und  die  beiden  ersten  Capitel  des 
3.  Abschnittes  im  I.  Bande  der  „Vorl.  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunctionen"  von  F.  Klein  (ausgearbeitet  von  B.  i^nc/fce,  Leipzig  1890). 
***)  Zuerst  mitgetheilt  in  den  Berichten  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. 
vom  21.  April  und  31.  October  1870,  dann  ausführlich  im  Cap.  V  der 
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dass  die  Elemente  der  Begrenzung  durch  solche  der  Tangente 
bezw.  Tangentialebene  ersetzt  werden,  und  dementsprechend 
ein  Potential  für  das  Innere  des  Bereiches  nach  den  bekannten 
Formeln  für  die  Halbebeue  bezw.  den  Halbraum  berechnet 
wird,  welches  zunächst  noch  nicht  die  verlangten  Randwerthe 
hat,  aber  durch  Hinzufügung  einer  unendlichen  Reihe  von 
auf  analoge  Weise  berechneten  Potentialen  so  corrigirt  wer- 
den kann,  dass  sich  die  Randwerthe  von  den  vorgeschriebenen 
Werthen  nur  um  eine  bestimmte  Constante  unterscheiden. 
Die  einzige  Voraussetzung,  welche  dabei  C.  Neumann  in  Be- 
zug auf  die  Begrenzung  macht,  ist,  abgesehen  von  der  Aus- 
schliessung gewisser  Singularitäten,  diejenige,  dass  die  be- 
grenzende Curve  bezw.  Fläche  überall  nach  aussen  convex  sein, 
d.  h.  von  keiner  ihrer  Tangenten  bezw.  Tangentialebenen 
geschnitten  werden  soll. 

Im  Folgenden  soll  die  Methode  für  ebene  Bereiche  kurz 
auseinandergesetzt  werden.  Die  ganz  analoge  Entwickelung 
für  räumliche  Bereiche  nebst  allen  Convergenzbeweisen,  auf 
die  wir  hier  nicht  eingehen,  ist  ausführlich  in  Cap.  V  des 
schon  citirten  Buches  von  C.  Neumann  durchgeführt.  Es  sei 
gleich  bemerkt,  dass  man  das  Verfahren  ebensogut,  wie  auf 
das  Innere,  auch  auf  das  Aeussere  einer  geschlossenen  Curve 
bezw.  Fläche  anwenden  kann. 

Die  mittelst  der  Green'schen  Function  gewonnene  Lö- 
sung der  ersten  Randwerthaufgabe  für  die  HaTbebene  lautet 
bekanntlich : 

wo  ds  ein  Element  der  begrenzenden  Geraden,  r  die  Ver- 
bindungslinie seines  Mittelpunktes  mit  dem  Punkte  x,  y^  und  i/; 
den  Winkel  zwischen  r  und  der  äusseren  Normale  bezeichnet, 
welcher  bei  einem  convexen  Bereich    stets  ein  stumpfer  ist. 


„Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newton'sche  Potential'* 
(Leipzig  1877).  Ferner  beziehen  sich  auf  die  Methode  des  arithmeti- 
schen Mittels  mehrere  neuere  Abhandlungen  C.  Neumann'' s  in  den  Ab- 
handlungen d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.,  Math.-phys.  Classe,  Bd.  13, 
1887  und  14,  1888. 

17* 
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F(rr,  y)  ist  also  als  das  Potential  einer  Doppelbelegung  des 
Randes  mit  dem  (auf  die  Längeneinheit  bezogenen)  Moment  — 
dargestellt.     Da  ^^^^-'^  ds  der  Gesichtswinkel  dcp  ist,  unter 

welchem  das  Randelement  ds  vom  Punkte  x,  y  aus  erscheint, 
und  da  %  gleich  dem  über  die  ganze  Begrenzungslinie  er- 
streckten Integrale  /  d(p  ist,  so  kann  V{x,  y)  auch  in  ge- 
wissem Sinne  als  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Randwerthen 
V  angesehen  werden,  indem  man  schreibt 

fVdtp 
V(x,y)=^~^- 
Jdtp 

Soll  nun  AF=0  für  einen  durch  eine  beliebige,  aber 
überall  convexe,  geschlossene  Curve  begrenzten  Bereich  so 
integrirt  werden,  dass  die  Lösung  V  im  Innern  endlich  und 
stetig  ist  und  auf  dem  Rande  gegebene  Werthe  V  annimmt, 
so  bildet  man  nach  C.  Neummtot  gemäss  der  oben  angegebenen 
Regel  zunächst  das  Potential 


F,(.,,)  =  -/^^<?.. 


um  zu  untersuchen,  welchen  Werth  dasselbe  annimmt,  wenn 
der  Punkt  0?,  y  auf  die  Begrenzung  rückt,  zerlege  man  das 
Integral  in  einen  Theil  über  dasjenige  Begrenzungselement 
ds,  dessen  Mittelpunkte  sich  x,  y  nähern  soll,  und  in  einen 
über  die  ganze  übrige  Begrenzung  zu  erstreckenden  Theil. 
Der.  erste  Theil  ist  das  Potential,  welches  sich  für  die  Halb - 
ebene j  die  von  der,  an  der  betrachteten  Stelle  ds  an  die  Begren- 
zungscurve  gelegten  Tangente  begrenzt  wird,  ergeben  würde, 
wenn  auf  jenem  Elemente  f?s  der  Randwerth  F,  sonst  auf  der 
ganzen  Tangeute  F=  0  gegeben  wäre;  folglich  nimmt  er  den 
Werth  F  an,  wenn  x^  y  auf  ds  rückt.  In  dem  zweiten  Theile  des 
Integrales  kann  man  von  vornherein  x^  y  auf  ds  annehmen 
und  dann  die  Integrationsgrenzen  von  beiden  Seiten  zusam- 
menrücken lassen;  der  so  erhaltene  Werth  sei  JJ^  (er  würde 
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^m     =  0  sein,  wenn  der  gegebene  Bereich  wirklich  die  erwähnte 


also  um   Ui  von  den  verlangten  verschieden. 

Aus  diesen  neuen  Randwerthen   U^   bilde   man    ebenso, 
wie  zuerst  aus   V,  ein  Potential 

U^  cos  1/7 


'-/ 


ds: 


dasselbe  hat  am  Rande  den  Werth  Z7i  +  C/g?  ^^  Ug  wieder 
denjenigen  Werth  des  Integrals  bezeichnet,  welchen  man 
erhält,  wenn  man  schon  vor  der  Integration  x^  y  auf  dem 
Rande  festlegt.  So  fortfahrend  berechne  man  eine  unend- 
liche Reihe  von  Potentialen  F^,  Fg  .  . .  F„  .  .  .  und  Rand- 
werthen C/i,  C/2 .  .  .  C/n  . . ..  Dann  wird,  wie  Neumann  zeigt, 
für  n  =  (x:> 

lim  Un  =  G-, 

die  Randwerthe  U^,  U^  .  .  -y  welche  man  auch  in  der  Form 
darstellen  kann 

Jdq)  J  dcp 

gleichen  sich  nämlich  immer  mehr  aus  und  nähern  sich  einer 
Constante  C,  dem  (eigentlichen)  arithmetischen  Mittel  aus  den 
gegebenen  Werihen  F,  als  Grenzwerth. 

Stellt  man  nun  die  Hülfspotentiale  her 

TF,  =  -  /'  ^^^^  '-^^  ds,       W,  =  -    r^LJ^ .  '^^-"^  ds 

^  J         n  r  '  ^  J  n  r 

u.  s.  w., 

so  sind  dieselben  im  Innern  des  Bereiches  bezw.  =V^—2  C, 
F2  —  2  (7,  . .  .  und  nehmen  am  Rande  die  Werthe  an 

Die  Reihe  . 

C+W,-W,+   W,--  +  (-1)''+'    Wn 

hat  daher  am  Rande  den  Werth: 
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0  +  (F-  C)  +  (f/,  -  C)  -  {U,  -C)-{U,-C)  +  --- 
+  (-  l)»+i  (I/„_i-  C)  +  (-  l)"+i  (f/„  -  C) 

Für  unendlich  grosses  n  convergiren  die  Potentiale  Wn  gegen 
0  und   Un  gegen  (7;  die  unendliche  Reihe 

c+w,-w,  +  w, , 

von  welcher  Neumann  des  Weiteren  noch  nachweist,  dass  sie  bei 
convexer  Begrenzung  convergirt  und  der  Differentialgleichung 
des  Potentials  genügt,  nimmt  daher  am  Rande  die  vorge- 
schriebenen Werthe  V  an  und  stellt  somit  die  Lösung  der 
ersten  Ran dwerthauf gäbe  dar.  — 

Wenngleich  bei  der  directen  Anwendung  der  Neumann- 
schen  Methode  des  arithmetischen  Mittels  eine  durchaus 
nach  aussen  convexe  Begrenzung  des  Bereiches  vorausge- 
setzt werden  muss,  so  gestattet  dieselbe  doch  in  Verbin- 
dung mit  der  Combinationsmethode  die  Lösung  der  ersten 
Randwerthaufgabe  für  beliebig  gestaltete  Bereiche ,  wie 
u.  A.  F.  Klein  in  seinen  Vorlesungen  hervorgehoben  hat. 
Es  soll  dies  hier  für  dreidimensionale  Bereiche  erörtert 
werden,  da  im  Fall  der  Ebene  die  Verhältnisse  noch  ein- 
facher liegen.  Zunächst  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  ein 
beliebiges  concaves  oder  sattelförmiges  Stück  der  Begrenzungs- 
fläche, sofern  man  es  nur  hinreichend  klein  wählt,  durch 
Inversion  in  ein  nach  Aussen  convexes  Flächenstück  verwandeln 
kann;  man  braucht  dazu  nur  das  Inversionscentrum  genügend 
nahe  an  jenem  Flächentheile  anzunehmen.  Demnach  kann 
man  den  gegebenen  Bereich  ganz  mit  übereinander  greifen- 
den Theilbereichen  (jT/,)  von  der  Art  ausfüllen,  dass  jeder 
von  ihnen  sich  durch  Inversion  in  einen  Bereich  (T/) 
mit  durchaus  convexer  Begrenzung  überführen  lässt.  (Als 
Grenzflächen  der  Theilbereiche  im  Innern  des  ursprüng- 
lichen Bereiches  kann  man  etwa  Kugelflächen  wählen.) 
Da  man  nun  'für  den  Bereich  T^  die  erste  Randwerth- 
aufgabe nach  der  Methode  des  arithmetischen  Mittels  lösen 
kann,  und  da  nach   dem  in  III,  §  2  abgeleiteten  TJiomson- 
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sehen  Satze  bei  der  Inversion  ein  Potential  V(x,  y,  0)  in 
eine  Function  übergeht,  die  mit  —  (dem  reciproken  Abstände 

vom  Inversionscentrum)  multiplicirt  wieder  ein  Potential  ist, 
so  ist  die  Lösung  der  Randwerthaufgabe  auch  für  den  Be- 
reich Th  möglich;  will  man  nämlich  auf  der  Begrenzung  von 
Th  die  Werthe  IJ  erhalten,  so  muss  man  in  den  correspondiren- 
den  Punkten  der  Grenzfläche  von  Tu  die  Werthe  r  U  vor- 
schreiben. Schliesslich  gestattet  dann  die  im  vorigen  Ab- 
schnitte besprochene  Combinationsmethode ,  die  verlangte 
Lösung  für  den  ganzen  ursprünglichen  Bereich  herzustellen. 

Bei  ebenen  Bereichen  würde  ein  ganz  analoges  Verfahren 
zum  Ziele  führen. 

Nach  dem  Vorstehenden  kann  man  sagen,  dass  die  erste 
Randwerthaufgabe  der  Potentialtheorie  für  alle  räumlichen 
und  ebenen  Bereiche  lösbar  ist,  deren  Begrenzung  keine 
Singularitäten  besitzt.  Im  Falle,  dass  auf  der  letzteren 
singulare  Punkte  vorhanden  sind,  sind  besondere  Unter- 
suchungen erforderlich,  wie  solche  schon  von  C.  Neumann  in 
dem   citirten  Buche  begonnen  worden  sind. 

Neuerdings  ist  von  Poincare  in  seiner  schon  erwähnten 
Arbeit  ein  Verfahren  zur  Lösung  der  ersten  Randwerthauf- 
gabe für  räumliche  Bereiche  angegeben  worden,  bei  welchem 
ebenfalls  die  bekannte  Green'sche  Function  der  Kugel  be- 
nutzt wird,  welches  sich  aber  von  der  verallgemeinerten  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  wesentlich  dadurch  unterscheidet, 
dass  man  nicht  die  Rand  werthe  einer  auf  bestimmte  Weise 
gebildeten  Lösung  von  AF=0  successive  corrigirt,  bis  sie  in 
die  gegebenen  übergehen,  sondern  von  einer  Function  aus- 
geht, welche  bereits  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  besitzt, 
aber  nicht  der  Differentialgleichung  AF  =  0  genügt,  und 
durch  ein  Approximationsverfahren  den  zweiten  Differential- 
parameter jener  Function  successive  im  ganzen  Bereiche  zum 
Verschwinden  bringt,  so  dass  man  also  bei  festgehaltenen 
Eandwerthen  die  Differentialgleichung  approximirt.  Foincare 
setzt  also  voraus,  es  könne  eine  Function  Vq  gefunden 
werden,  welche  in   dem  [gegebenen   Bereiche,   etwa    ausser- 


264  üebei-  die  Gleichung:  Aw  +  ä;*w  =  0. 

halb  einer  geschlossenen  Fläche  Fj  den  gewöhnlichen  Stetig- 
keitsbedingungen genügt  und  auf  F  die  gegebenen  Werthe 
V  besitzt,  sonst  aber  ganz  beliebig  sein  mag.  Der  zweite 
Differentialparameter  dieser  Function  V^  kann  als  überall 
negativ  vorausgesetzt  werden,  da  man  andernfalls  Vq  so 
in  zwei  gesondert  zu  behandelnde  Theile  V^  -\-  V^'  zer- 
legen kann,  dass  AF^'  überall  >  0,  AFq"  überall  <0  ist. 
Ist  also  A  Fq  =  —  ^jr^Q,  unter  ^^  ®^^®  ^°i  ganzen  Ge- 
biete positive  Ortsfunction  verstanden,  so  kann  F^  als  das 
Newton'sche  Potential  einer  Massenvertheihmg  von  der  Dichte 
Qq  angesehen  werden.  Bas  Foincare' sehe  Verfahren  besteht 
nun  darin,  dass  diese  Massen  aus  dem  ganzen  Baume  theils 
auf  die  Grenzfläche  F,  theils  in's  Unendliche  geschafft  werden, 
und  zwar  ohne  dass  sich  dabei  die  Werthe  des  Potentials  auf 
F  ändern.  Die  Möglichkeit,  dies  successive  zu  erreichen,  be- 
ruht darauf,  dass  man  den  betrachteten  Raum  mit  unendlich 
vielen  Kugeln  ausfüllen  kann,  für  welche  die  analoge  Auf- 
gabe mit  Hülfe  der  bekannten  Green'schen  Function  lösbar 
ist,  und  zwar  ist  die  Convergenz  des  Verfahrens  dadurch 
gesichert,  dass  bei  der  Ersetzung  der  in  einer  Kugel  K  ent- 
haltenen Masse  durch  die  äquivalente  Oberflächenbelegung 
von  K  das  Potential  im  Aussenraume  unverändert  bleibt^ 
innerhalb  K  aber  verkleinert  wird,  und  dass  andererseits,  weil 
nur  positive  Massen  vorhanden  sind,  das  Potential  immer 
positiv  bleibt.  —  Die  vorstehend  angedeutete  Poimar ersehe 
Methode  ist  mit  leicht  erkennbaren  Modificationen  auch  auf 
ebene  Bereiche  anwendbar  und  im  Uebrigen  dadurch  der  Ver- 
allgemeinerung fähig,  dass  man  statt  der  Kugel  irgend  welche 
andere  Bereiche  benutzt,  für  welche  man  die  Green'sche 
Function  kennt. 

e.  Methode  der  Reihenentwickelungen. 
Für  gewisse  specielle  Bereiche  kann  man  ausser  durch 
die  bisher  besprochenen  Methoden  auch  durch  Reihenent- 
wickelungen zur  Lösung  der  Randwerthaufgaben  gelangen. 
Es  ist  dies  nämlich  in  solchen  Fällen  möglich,  wo  man  nach 
Einführung   von   krummlinigen  Coordinaten  ^,  rj,  ^  von  der 
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Beschaffenheit,  dass  auf  den  einzelnen  Stücken  der  Begrenzung 
je  eine  von  ihnen  constant  ist,  die  Differentialgleichung  A  F==  0 
durch  Prodticte  von  der  Form  f-  Hä(|)  Hj(?^)  Zk{^)  integriren  kann, 
worin  f  eine  ganz  bestimmte  Function  von  1,7^,  ^  ist, 
E,  H,  Z  hingegen  Integrale  gewisser  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  sind,  welche  zwei  willkürliche 
Parameter  Äj  B  enthalten.  Ist  nun  der  betrachtete  Raum 
von  je  zwei  Flächen  |  =  Const.,  ri  =  Const.,  t,  =  Const.  be- 
grenzt, so  wird  man  die  Randwerthaufgaben  so  zerlegen,  dass 
man  zunächst  ein  Potential  V^  bestimmt,  für  welches  auf  einer 

—  dV  —        dV 

der  sechs  Beffrenzungsflächen  V  bezw.  t^—  oder  hV  4-  -5—  die 

vorgeschriebenen  Werthe,  auf  den  übrigen  fünf  Flächen  aber 
durchweg  den  Werth  0  hat;  aus  sechs  solchen  speciellen 
Lösungen  setzt  sich  dann  die  allgemeine  durch  Superposition 
zusammen.  Soll  das  Potential  z.  B.  auf  der  Fläche  S  =  ^2  ^^^ 
gegebenen  Werthe  V  annehmen,  so  hat  man  die  Parameter 
Äy  B  und  die  Particularlösungen  E,  H,  Z  so  zu  bestimmen, 
dass  =.h  für  |  =  li  und  |  =  |2>  H»  für  rj^rj^^  und  r}==r]2,  Zk  für 
J  =  gl  verschwindet,  und  dass  die  gegebene  Function  F(|,  rj) 
durch  eine  Reihe  von  der  Form 


f-y!ya,,^,-Hrz,{t,) 


dargestellt  wird.    Aehnlich  ist  zu  verfahren,  wenn  die  Werthe 

dV  —       dV 

von  ^—  oder  hV 4- ^ —    gegeben    sind:    die    Grösse   h    muss 

cn  *    on     ^  ^  ' 

jedoch  im  Allgemeinen  nicht  eine  Constante,  sondern  eine 
ganz  bestimmte  Function  längs  der  Begrenzung  sein,  wie  ge- 
legentlich schon  früher  (S.  92)  hervorgehoben  wurde. 

Der  allgemeinste  Bereich,  auf  welchen  bisher  diese  Me- 
thode angewendet  worden  ist,  ist  der  von  F.  Klein*)  behan- 
delte von  sechs  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  hegremte 
Körper;  doch  hat  Klein  in  seiner  Vorlesung  über  Lame'sche 
Functionen  (Winter  1889/90)  gezeigt,  dass  sie  auch  für  einen 
von  sechs  confocalen  Cycliden  begrenzten  Körper  zum  Ziele 

*)  Math.  Annalen  18,  p.  410. 
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führt,  jedenfalls  für  die  erste  Rand werthauf gäbe,  und  dass 
somit  die  für  letztgenannten  Bereich  geltende  Reihenentwicke- 
lung alle  in  der  Potential theorie  vorkommenden  umfassen 
muss.  Eine  ausführliche  Darlegung  dieser  Auffassung  bildet 
das  Thema  einer  von  der  Göttinger  phil.  Facultät  für  den 
Sommer  1891  gestellten  Preisaufgabe. 

Die  Lösung  der  ersten  Rand  wer  thaufgabe  durch  Reihen 
für  einfache  specielle  Fälle  des  eben  erwähnten,  namentlich 
für  die  Kugel  durch  die  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen 
sowie  für  den  Kreis  durch  die  Fourier'sche  Reihe,  ist  der 
Gegenstand  sehr  zahlreicher  Untersuchungen  gewesen.  Dini 
hat  die  dritte  Randwerthaufgabe  für  den  Kreis  nach  dieser 
Methode  in  der  S.  185  erwähnten  Arbeit  behandelt,  wobei 
sich  zeigte,  dass  für  bestimmte  negative  Werthe  von  h  die 
gegebenen  Randwerthe  nicht  ganz  willkürlich  sein  dürfen. 
Diese  Eigenthümlichkeit,  welche  mit  dem  Vorhandensein 
ausgezeichneter  Lösungen  der  Differentialgleichung  zusammen- 
hängt und  daher  bei  Aw  +  h'^ti  =  0  noch  wichtiger  wird, 
ergiebt  sich  im  obigen  Falle  wie  folgt.  Eine  den  Stetigkeits- 
bedingungen genügende  Potentialfunction  wird  für  das  Innere 
des  Kreises  vom  Radius  r  dargestellt  durch  die  Reihe: 

00 

u  =  ^«  (yj  (a„  cosnq)  +  h  sin  n(p) ; 

0 

hieraus  ergiebt  sich: 

hu  +  ^7  ==  ^'  \h  +  y)  K  ^ös  ^9^  +  ^n  sin  ntp). 

0 

Sind  nun  die  Werthe  von  hü  -\-  r,—    durch    die    Fourier'sche 

'    er 

Reihe 

CO 

X?  (-4«  cos  W9)  -\-  Bn  sin  n(p) 
ü 
gegeben,  so  erhält   man  für  die  bisher  unbestimmten  Coef- 
ficienten  a,  h  die  Ausdrücke 


;      ^n  ^.  y 


r  r 


Lösung  der  Randwerthaufgaben.    §  3. 


267 


zu  welchen  Dini  auf  etwas  anderem  Wege  gelangt  ist.    Wenn 

nun  h  einen  der  Werthe =-(n  =  0,  1,2---  oo)  besitzt,  so 

müssen,  damit  die  Coefficienten  a„  und  &„  mit  dem  ent- 
sprechenden Index  n  nicht  unendlich  gross  werden,  An  und 
Bn  gleich  Null  sein,  d.  h.  die  Glieder  mit  cos  nq)  und  sin  ncp 
in  der  Fourier'schen  Entwickelung  für  die  an  der  Peripherie 
vorgeschriebene  Function  fehlen;  dies  ist  also  die  der  letz- 
teren  im  Falle  h  = aufzuerlegende  Beschränkung.   — - 

Vom  mathematischen  Standpunkte  steht  die  Methode  der 
Reihen,  soweit  es  sich  um  den  Beweis  für  die  Lösbarkeit  der 
Randwerthaufgaben  handelt,  hinter  den  unter  h,  Cj  d  be- 
sprochenen Methoden  zurück,  weil  bei  ihr  den  gegebenen  Rand- 
werthen  Beschränkungen  auferlegt  werden  müsseo,  welche  bei 
den  anderen  Methoden  überflüssig  sind,  so  die  der  abtheilungs- 
weisen  Monotonie  und  (damit  die  Reihe  auch  wirklich  der 
Differentialgleichung  A  F  =  0  genügt)  der  Existenz  zweiter 
Ableitungen,  und  weil  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der 
Reihen  bei  der  Annäherung  an  den  Rand  grosse  Schwierig- 
keiten darbietet.  —  Wenn  somit  die  Reihendarstellungen  zur 
allgemeinen  Erledigung  der  Randwerthaufgaben  wenig  geeignet 
sind,  so  besitzen  sie  doch  die  grösste  Wichtigkeit  für  die 
physikalischen  Anwendungen,  wo  es  sich  nur  um  eine  angenäherte 
Lösung  handelt.  Indem  man  sich  auf  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  der  Reihen  beschränkt,  wird  man  in  letzteren  ein 
Mittel  haben,  ein  Potential  zu  bestimmen,  welches  sich  den 
gegebenen  Randwerthen  überall  mit  gegebener  Genauigkeit 
anschliesst,  man  wird  also  mit  ihrer  Hülfe  eine  Aufgabe 
der  Interpolationsrechnung  lösen.  (K.)  — 


§  3.  Allgemeine  Existenzbeweise  und  Eindeutigkeitsbeweise 
für  die  Lösungen  der  Randwerthaufgaben  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichung  llu-\-h^u  =  0  und  der 
verwandten  Gleichungen. 
In  der  mehrerwähnten  Abhandlung*)  über  die  Integration 
der  partiellen  Difi'erentialgleichung    An  +  ^^^«^ 


0,    welche 


*)  H.  Weher,  Math.  Ann.  1,  p.  1. 
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zu  einer  Zeit  erschien,  als  die  Bedenken  gegen  die  Beweiskraft 
des  Dirichlet'schen  Princips  noch  nicht  allgemein  bekannt 
waren,  hat  H.  Weher  die  Existenz  einer  Lösung  der  ersten 
Randwerthaufgabe  für  ebene  Bereiche  durch  eine  auf  dem 
Grundgedanken  des  Dirichlet'schen  Princips  beruhende  Schluss- 
weise zu  beweisen  gesucht,  die  derjenigen  ähnlich  ist,  welche 
er  zum  Nachweise  der  Existenz  der  ausgezeichneten  Lösungen 
angewendet  hat.  (Vergl.  II,  §  4.  S.  61.)  Zunächst  beweist 
er  den  Satz: 

Soll  eine  Function  ii,  welche  im  Innern  eines  beliebig  be- 
grenzten, ganz  im  Endlichen  liegenden  Bereiches  nicht  an  einer 
Linie  unstetig  wird,  für  welche  das  über  diesen  Bereich  erstreckte 

Integral    j   1  iv^dxdy  einen  gegebenen  Werth  c  hat,  und  welche 

an  der  Begrenzung  gegebene  Werthe  ü  annimmt,  das  über  den 

ganzen  Bereich  genommene  Integral  j   1  \  ( ^j   -j-  (  ö— ]  [  dx  dy 

zu  einem  Minimum  =  Q  machen,  so  muss  dieselbe  im 
ganzen  Bereiche  endlich  und  stetig  sein  und  der  partiellen 
Differentialgleichung     Au  -\-  k^u  =  0    genügen,    in    welcher 

Dieser  Satz  ist,  wie  auch  seine  Umkehruug,  vollständig 
richtig,  nicht  aber  der  weitere  Schluss  Weheres,  dass  es  für 
einen  gegebenen  Bereich  immer  eine  endliche  und  stetige, 
sich  am  Rande  vorgeschriebenen  Werthen  stetig  anschliessende 
Function  u   geben    müsse,    welche    der   Differentialgleichung 

Au  +  Fw  =  0    genügt,    da   J  J  {(||)'+  (|^)  J  dx  dy 

nothwendig  ein  Minimum  annehmen  müsse;  denn  gegen 
diesen  Schluss  sind  eben  dieselben  Einwände  zu  erheben,  wie 
gegen  das  Dirichlet'sche  Princip  in  der  Potentialtheorie.  — 
Zunächst  ergab  der  angeführte  Schluss  H.  Weber's  nur 
die  Existenz  der  fraglichen  Lösung  für  eine  Differential- 
gleichung mit  unbestimmtem  Jc^]  da  man  aber  den  gegebenen 
Werth  c  und  damit  h^  continuirlich  ändern  kann,  so  schloss 
H,  Weber   daraus   weiter  auf  die  Existenz  bei  gegebenem  k^, 
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falls  letzteres  nicht  gerade  ein  ausgezeichneter  Werth  für 
den  Bereich  ist.  (üeber  den  letzteren  Fall  vergl.  übrigens 
weiter  unten.) 

Wäre  die  Weher'sche  Schlussweise  überhaupt  stichhaltig, 
so  könnte  sie  natürlich  ebenso  auf  räumliche  Bereiche  und 
mit  geringen  Modificationen,  die  aus  den  im  Anfang  des 
vorigen  Paragraphen  für  Potentiale  Gesagten  ersichtlich  sind, 
auf  die  zweite  und  dritte  Randwerthaufgabe  angewendet 
werden.  Ferner  Hesse  sie  sich  auf  diejenigen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen ausdehnen,  welche  in  der  von  uns  im  I.  Theile 
(S.  20)  aufgestellten  allgemeinen  Form  (2)  und  (3)  enthalten 
und  somit,  wie  in  I,  §  4  gezeigt  wurde,  der  Ausdruck  für 
das  Verschwinden  der  ersten  Variation  eines  über  den  ganzen 
Bereich  erstreckten  Integrales  sind,  dessen  Element  eine  qua- 
dratische Form  von  ^,  V^,  {-^)  und  ii  ist;  von  dieser 
dx^  dy^    \dzi  ' 

quadratischen  Form  müsste  nur,  damit  die  erwähnte  Schluss- 
weise anwendbar  wäre,  vorausgesetzt  werden,  dass  sie  für  alle 
im  ganzen  Bereiche  vorkommenden  Werthe  ihrer  Coefficienten 
d^finii  sei,  weil  andernfalls  das  Integral  durch  Abänderung 
der  Function  n  beliebig  grosse  negative  Werthe  annehmen 
könnte,  also  keine  untere  Grenze  für  seinen  W^erth  zu  exi- 
stiren  brauchte.  — 

Auch  bei  der  Differentialgleichung  t^n  -\-  Wu  =  0  wird 
ein  wirklicher  Beweis  für  die  Existenz  einer  Lösung  der 
Randwerthaufgaben  nur  in  einer  Methode  mr  Herstellung  der 
Lösung  bestehen  können.  Eine  solche  ist  bisher  nur  für 
cheote  Bereiche  und  auch  da  nur  unter  gewissen  Beschrän- 
kungen gefunden  worden;  diese  Methode  wird  weiter  unten 
ausführlich  besprochen  werden. 

Vorläufig  müssen  wir  uns  daher  für  den  allgemeinen 
Fall  damit  begnügen,  dass  die  Existenz  der  Lösungen  der 
Randwerthaufgaben  durch  die  im  §  1  dieses  Theiles  ange- 
stellten physikalischen  Erwägungen  plausibel  gemacht  ist.  — 

Was  nun  die  Eindeutigkeit  der  Randwerthaufgaben  anbe- 
trifft, so  lässt  sich  dieselbe  für  die  Lösungen  von  ^u-\-¥u  =  0 
nicht  allgemein,  sondern  nur  unter  denjenigen  Beschränkun- 
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gen  beweisen,  durch  welche  ausgezeichnete  Werthe  von  7c^ 
ausgeschlossen  werden.  Denn  falls  Jc^  ein  ausgezeichneter 
Werth  für  den  betrachteten  Bereich  ist,  d.  h.  ein  solcher, 
für  welchen  es  eine  im  ganzen  Bereiche  endliche  und  stetige, 
nicht  identisch  verschwindende  Lösung  Uh  der  Differential- 
gleichung giebt,  die  einer  der  Randbedingungen  ü  ==  0  oder 

--  =  0  oder  hü  4-  i^  =  0  genügt,  so  kann  man  zu  einer 
Lösung,  welche  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  von  u  oder 

-K—  oder  hu  4-  ^-  besitzt,  noch  die  mit  einer  willkürlichen 

on  on  ' 

Constante  Ch  multiplicirte  ausgezeichnete  Lösung  %  (bezw. 
eine  Summe  ^f*  ChUh^  falls  h^  ein  mehrfacher  ausgezeichneter 
Werth  ist)  hinzufügen,  die  Lösung  ist  also  durch  jene  Rand- 
werthe nicht  vollständig  bestimmt. 

Wir  wollen  im  Folgenden  zunächst  für  die  allgemeine 
Differentialgleichung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein  von 
der  Form  (3)  untersuchen,  wann  die  Lösungen  der  Rand- 
werthaufgaben  eindeutig  bestimmt  sind,  einmal,  weil  dabei  das 
Wesentliche  der  Sache  besser  hervortritt,  sodann  auch,  weil 
Picard  und  Bianchi  diese  Frage  eingehend  behandelt  haben. 

Das  absolute  Glied  a^  in  der  Differentialgleichung  ist 
dabei  unwesentlich;  denn  wenn  die  Gleichung  ohne  dasselbe 
nur  eine  den  Randbedingungen  genügende  Lösung  besitzt,  so 
gilt  dies  sofort  auch  für  die  Gleichung  mit  dem  Gliede  a^^ 
indem  dasselbe  ja  fortfällt,  wenn  man  die  Differentialgleichung 
für  die  Differenz  zweier  etwa  existirender  Lösungen  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  bildet.  Wir  wollen  daher 
die  von  Picard  in  seiner  ersten  auf  den  Gegenstand  bezüg- 
lichen Abhandlung  (Acta  Math.  XII)  untersuchte  Differen- 
tialgleichung 

betrachten,  worin  l  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  sonst  h^. 
Diese   Gleichung  (in  II,  §  4  mit  (13)   bezeichnet*))    ist    der 


*)  Dort  ist  die  Function  f  mit  A'"  bezeichnet,  um   Verwechse- 
lungen mit  dem  Flächenelement  df  zu  vermeiden. 
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Ausdruck  dafür,  dass  die  erste  Variation  des  über  den  ge- 
gebenen Bereich  erstreckten  Integrales 

verschwindet,  in  welchem  die  Functionen  B',  B'\  A  will- 
kürlich sind  bis  auf  die  Relation*): 

öx      ^      cy  ' 

Mit  obiger  Differentialgleichung  haben  wir  uns  schon  im 
§  4  des  II.  Theiles  beschäftigt  gelegentlich  der  Untersuchung 
über  die  Integraleigenschaften  der  Normalfunctionen.  Dort 
definirten  wir  als  ausgezeichnete  Lösungen  (bezw.  Normal- 
functionen bei  Hinzukommen  der  Tntegraleigenschaften)  solche 
im  Gebiete  durchaus  endliche  und  stetige  Lösungen  u,  für 
welche,  ohne  dass  sie  überall  verschwinden,  an  der  Begren- 
zung entweder  ü  oder  allgemein 

(14)    (^'||  +  5|^)cos(na;)  +  (5  — +  ^''|^)cos(>*2/)  +  ««^ 

gleich  Null  ist.  (a  kann  eine  beliebige  Function  längs  des 
Randes  sein.)  Diese  allgemeine  Grenzbedingung  entsteht, 
wenn  man  verlangt,  dass  die  erste  Variation  des  Ausdruckes 

/   /  F\Uy  ^f  -^1  dxdy  -{-  1  aü^ds  verschwinden  soll  (vgl. 

II,  §4,  S.  54).  Dass  die  eben  erwähnte  Randbedingung  auch 
diejenige  ist,  welche  sich  bei  gewissen  auf  die  Differential- 
gleichung (13)  führenden  physikalischen  Problemen  dar- 
bietet, geht  aus  den  Entwickelungeu  in  §  1  des  II.  Theiles 
hervor.  Entsprechend  jener  Grenzbedingung  ist  hier  die 
zweite  bezw.  dritte  Randwerthaufgabe  so  zu  fassen,  dass  die 
Werthe  von 

bei  der  zweiten,  diejenigen  des  allgemeinen  Ausdruckes  (14) 
*)  Vergl.  1.  Theil,  B,  §  4,  S.  26. 
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bei  der  dritten  längs  der  Begrenzung  mit  einer  daselbst  vor- 
geschriebenen Fuuction  w^^)  bezw.  w^^)  übereinstimmen  sollen.  — 
Um  nun  zu  entscheiden^  ob  es  zwei  verschiedene  Lösungen 
der  einzelnen  Randwerthaufgabe  geben  kann^  nehme  man  an, 
dies  sei  möglich,  und  betrachte  die  Differenz  der  beiden  voraus- 
gesetzten Lösungen.  Diese  Differenz  genügt  natürlich  eben- 
falls der  Differentialgleichung  (13),  ausserdem  aber  der  Rand- 
bedingung ü  =  0  oder  der  allgemeinen  (14),  d.  h.  sie  ist  eine 
ausgezeichnete  Lösung.  Die  oben  gestellte  Frage  kommt  also 
darauf  zurück,  ob  es  für  den  gegebenen  Bereich  und  den 
gegebenen  Werth  von  A  ausgezeichnete  Lösungen  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (13)  giebt.  Ueber  diese  Frage, 
welche  uns  schon  im  IL  Theile  (§  4)  entgegentrat,  giebt  die 
dort  abgeleitete  Gleichung 

(1^)  // M'  O  +  2^  P.  '^  +  ^''  (If  -  ^f^']ä^^y 


+  jau 


Hs  =  0 


welche  für  irgend  eine  der  allgemeinen  Randbedingung  ge- 
nügende ausgezeichnete  Lösung  gilt  (und  in  welcher  der 
früher  angewandte  Index  h  bei  u  und  k  hier  fortgelassen 
ist),  uns  theilweise  Aufschluss,  wie  wir  sogleich  näher 
sehen  werden.  Zu  dieser  Gleichung  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  im  Falle  der  zweiten  Randbedingung  einfach  «  =  0 
zu  setzen  ist,  und  im  Falle  der  ersten  das  Randintegral 
ebenfalls  fortfällt,  weil  dann  die  Function  u  (hier  die 
Differenz  der  beiden  hypothetischen  Lösungen  der  ersten 
Randwerthaufgabe)  an  der  ganzen  Begrenzung  verschwindet. 
Dass  die  Differenz  u  nicht  von  0  verschieden  sein  kann, 
mithin  nur  eine  Lösung  des  Problems  existirt,  lässt  sich 
allgemein  nur  schliessen,  wenn  die  Grösse  a  an  keiner  Stelle 
des  Bandes  negativ  und  die  unter  dem  Doppelintegral  stehende 

quadratische  Form  von  -ö— ,  y-,  w  für  alle  Punkte  des  Ge- 
bietes definit  ist;  denn  dann  sind  alle  Elemente  der  beiden 
Integrale  positiv,  also  die  Gleichung  (16)  unmöglich,  ausser 
wenn  u  überall  =  0  ist.     Die  Bedingung,   dass  die  besagte 
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quadratische  Form  definit  sei,  ist,  da  wir  dies  von  der  Form 
Ä'^^  +  2B^rj  +  Ä''rf  ausdrücklich  vorausgesetzt  haben, 
immer  erfüllt,  wenn  die  Function  f  im  ganzen  Gebiete  positiv 
(oder  gleich  Null)  und  die  Constante  A  negativ  ist  oder  um- 
gekehrt. In  diesem  Falle  ist  also ,  wenn  ausserdem  «  ^  0 
ist,  die  Lösung  der  Randwerthaufgabe,  falls  sie  existirt, 
immer  eindeutig.  Derselbe  kommt  in  der  Physik  z.  B.  vor 
bei  dem  Problem  der  stationären  Wärmeströmung  in  einer 
dünnen  krystallinischen  leitenden  Platte,  deren  Flächen  gegen 
die  Umgebung  von  der  constanten  Temperatur  0  (oder  auch 
von  variabeler  Temperatur,  wo  dann  in  der  Differential- 
gleichung noch  das,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  für  die 
gegenwärtige  Betrachtung  irrelevante  absolute  Glied  hinzu- 
träte) frei  Wärme  ausstrahlen,  und  hierbei  ist  es  in  der  That, 
wenigstens  für  die  erste  und  dritte  Randwerthaufgabe,  evi- 
dent, dass  nur  eine  Lösung  existirt  (vergl.  §  1  dieses  Theiles). 

Sind  die  Functionen  Ä',  B,  Ä\  f  für  die  ganse  Ebene 
erklärt,  und  ist  die  oben  genannte  Bedingung  in  allen 
Punkten  derselben  erfüllt,  so  kann  man  schliessen,  dass  die 
erste  und  zweite  Randwerthaufgabe  und  bei  positiven  Werthen 
von  a  auch  die  dritte  für  beliebig  grosse  Bereiche  nur  je  eine 
einzige  Lösung  besitzen. 

Wenn  die  Function  Xf  nicht  überall  negativ  ist  oder  gar 
in  der  ganzen  Ebene  positiv,  wie  im  Falle  der  Differential- 
gleichung Au  -j-  h^u  =  0  mit  reellem  Je,  so  lässt  sich  nicht 
ohne  Weiteres  entscheiden,  ob  nur  eine  Lösung  existireu 
kann.  Ficard*)  hat  für  die  erste  Randwerthaufgabe  ein 
Mittel  zu  dieser  Entscheidung  angegeben,  welches  auf  die 
Differentialgleichung  Au -\- Xfu  =  0^*)  anwendbar  ist  oder 
auch  auf  die  allgemeinere 

*)  Pieard,  Acta  mathematica  XII,  p.  323—338.  Die  Verallgemeine- 
rung findet  sich  in  der  schon  früher  erwähnten  neueren  Abhandlucg: 
Memoire  8ur  la  theorie  des  equations  aux  deriv^es  partielles  et  la 
methode  des  approximations  successives.  Journ.  de  Math.  (4)  VJ,  1890 ; 
p.  145—210.  Cap.  I.  Vergl.  darüber  weiter  unten. 

**)  Auf  die  von  H.  A.  Schwarz  angestellte  ausführliche  Unter- 
suchung über  die  erste  Randwerthaufgabe  für  die  Lösungen  dieser 
Differentialgleichung  kommen  wir  später  zurück. 

Fookels,  DifferentialgleictiTiiig.  18 
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Aw  +  2^  1^  +  2e  1^  +  Ifu  =  0, 

in  der  niclit  einmal,  wie  es  die  Beschränkung  auf  die  von 
uns  betrachtete  Classe  von  Differentialgleichungen  erfordern 

würde,    ö—  ==  ö—    zu    sein    braucht.     Dieses    Mittel    beruht 
'    cy         ex 

darauf,  dass  man  zu  der  unter  dem  Doppelintegral  in  Gl.  (16) 
stehenden  quadratischen  Form  irgend  ein  vollständiges  Diffe- 
rential ö—  (B"u^)  +  g—  C-^'w^)?    worin   B'  und  B"    endliche, 

stetige  und  differentiirbare,  sonst  willkürliche  Functionen  von 
Xj  y  sind,  hinzufügen  kann,  ohne  dass  sich  etwas  ändert,  weil 

sich  nämlich     /   /   \^  (B"ii^)  -}-  :^  {B'u^)\  dxdy    auf   ein 

in  Folge  der  Bedingung  w  =  0  verschwindendes  Randintegral 
reducirt*).     Die  Bedingung  für  die  Eindeutigkeit  ist  dann 
die,  dass 
(duY  .    (duY  .   ^-r)„    du    .    ^-r.,     du   .    (dB"    .   dB'        .A    9 

für  alle  Punkte  des  Bereiches  eine  definite  Form  sein 
muss.  Hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Ungleichung  gilt: 

im    Falle    der    oben    angegebenen    allgemeineren,    d.  h.   die 

Glieder  2d  ^^  und  2e  0—   enthaltenden   Differentialcrleichung 

dx  cy  OD 

ergiebt  sich  hieraus  die  Bedingung: 

Wenn  es  möglich  ist,  irgend  »wei  endliche  und  stetige  Functionen 
B\  B^'  zu  finden^  welche  im  ganzen  Gebiete  dieser  Ungleichung 
genügen^  so  ist  man  also  sicher,  dass  für  dieses  Gebiet  die 
Lösung  u  vollständig  durch  ihre  Randwerthe  hestimmt  ist. 

Handelt  es  sich  um  die  Differentialgleichung  Aw  +  k^u 


*)  Aus  demselben  Grunde  treten  in  dem  Integral,  dessen  erste 
Variation,  gleich  Null  gesetzt,  die  allgemeine  Differentialgleichung  (13) 
liefert,  die  willkürlichen  Glieder  mit  B'  und  J5"  auf. 
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=  0,  ist  also  f  =  1,  d  =  e  =  Oy  so  setzt  Picard  B'  =  0 
und  sucht  B'^  als  Function  von  x  allein  so  zu  bestimmen,  dass 

dx 

^ 

wird,  wodurch  dann  die  obige  Ungleichung  erfüllt  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  nimmt  er  eine  Constante  IP  >  h^  an  und 
bestimmt  B"  aus  der  Differentialgleichung 

dx 
Das  Integral  derselben  ist 

B"==¥ig{l'X'\-  C), 
unter  C  die  Integrationsconstante  verstanden. 

Man  kann  nun  ¥  beliebig  wenig  von  Je  verschieden 
wählen.     Die  Function  B''  bleibt  endlich  und   stetig,  wenn 

man  x  auf  das  Intervall  -tt ^y  <x  <,  -y — |-  ^y  be- 
schränkt; die  verlangte  Bestimmung  von  B'  und  B"  ist 
demnach  für  jedes  Gebiet  möglich,  welches  ganz  zwischen  zwei 

Parallelen  zur  y-Axe,  deren  Abstand  kleiner  als  y  ist,  oder 

überhaupt  innerhalb  eines  Parallelstreifens  von  einer  die  Grosse 

-j-  nicht  übersteigenden  Breite  liegt,  insbesondere  also  für  jedes 

Gebiet,   dessen  Dimensionen  in  keiner  Richtung  grösser  als 

Y  sind.     Natürlich  ist  damit  noch  nicht  gesagt,   dass  man 

der  fraglichen  Ungleichung  nicht  auch  noch  für  grössere  Be- 
reiche genügen  kann.  —  Picard  hat  gezeigt,  dass  jene  Un- 
gleichung nicht  nur  die  Bedingung  für  die  EindeutigJceit  der 
ersten  Randwerthaufgabe,  sondern  auch  für  die  Anwendbar- 
keit des  Schwarz' sehen  Lösungs Verfahrens  ist,  ein  Punkt,  auf 
den  wir  an  einer  späteren  Stelle  zurückkommen  werden. 

Bei  den  im  Vorhergehenden  besprochenen  Betrachtungen, 
welche  sich  im  Wesentlichen  der  P/car(i'schen  Arbeit  in  Bd.  XII 
der  Acta  math.  anschliessen,  wurde  in  keiner  Weise  die  Ent- 
stehung der  Differentialgleichung  (13)  durch  Variation  eines 
Integrales  benutzt;  wir  haben  uns  bisher  auf  diese  Classe  von 
Differentialgleichungen  nur  deshalb  beschränkt,  weil  sie  allein 

18* 
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es  sind,  die  bei  den  uns  interessirendeu  physikalischen 
Problemen  auftreten.  Indessen  ist  es  der  Vollständigkeit 
halber  vielleicht  nützlich,  die  zulässigen  Verallgemeinerungen 
der  vorhergehenden  Entwickelungen  jetzt  noch  kurz  anzu- 
führen. Der  Eindeutigkeitsbeweis  wäre  offenbar  ganz  derselbe 
gewesen,  wenn  die  Gleichung  gelautet  hätte 

d   /  .f  du    .    ^    du\    .     d    { -ry    du    .     ^„  du\    ,    .^ 
(13')      dx\^Tx  +  ^^-dy)  +  d^\P^Tx+^    Ji)  +  ^f"" 

cx^    1    V    1   I       ^■' dxoy    '         cy^    ^    \dx     '     oy/dx 
.    (dBi    .    dÄ"\  du    .    .  ^  ^ 

+  (^  +  -37'' 8^  +  ^^"  =  *^' 
sofern  dabei  nur  die  quadratische  Form 

als  definit  und  die  Vorzeichen  von  Ä'  und  Xf  als  entgegen- 
gesetzt vorausgesetzt  werden;  mit  anderen  Worten:  er  ist 
anwendbar    auf  jede    lineare    partielle    Differentialgleichung 

zweiter    Ordnung    vom    elliptischen    Typus,    in    welcher    die 

d'^u     d^u 
Coefficienten  von  x-^,  ^—^  und  — u  gleiches  Vorzeichen  haben. 

In  der  That  hat  Ficard  später  in  der  citirten  Arbeit  im  Journ. 
de  Math,  den  Eindeutigkeitsbeweis  auf  die  Lösungen  der  Glei- 
chung 

d^u    .    d'^u    ,    c^j  du    ,    ^     du     .     ,  r  r\ 

dx^    '     dy^    '  dx    ^  dy     '      ' 

mit  beliebigem  d  und  e  ausgedehnt  (siehe  S.  274),  auf  welche 
sich,  wie  schon  Du  Bois-Reymond  gezeigt  hat*),  jede 
Differentialgleichung  des  elliptischen  Typus  durch  Substi- 
tution von  neuen  unabhängigen  Variabein  zurückführen  lässt. 
Dieser  Beweis  war  jedoch  schon  früher  von  Bianchi  in 
grösster  Allgemeinheit,  auch  für  den  Fall  beliebig  vieler 
unabhängiger  Variabein,  geführt  worden**).  Wir  sahen 
schon  im  §  4  des  I.  Theiles,  dass  Bianchi  die  allgemeinste 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei  un- 
abhängigen Variabein  auf  die  Form  gebracht  hat: 

*)  Vergl.  Theil  I,  B,  §  4. 
**)  L.  Bianchi'    SuUe  equazioni   lineari    a   derivate   parziali  del 
2**  ordine.     Rend.  della  r.  accad.  dei  Lincei;  V,  2,  1889,  p.  35. 


I 
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-r\/  \         d    (     du     .        du\    .     d    //r>7  \  du     .        du\ 

=  yu  -\-  d , 

welche,  abgesehen  von  dem  für  die  Eindeutigkeit  der  Rand-, 
werthaufgabe  nicht  in  Betracht  kommenden  Gliede  d,  mit 
der  oben  angegebenen  verallgemeinerten  Gleichung  (13') 
völlig  übereinstimmt.    Unter  der  Voraussetzung,  dass  acy-h^ 

und  —  >  0,   d.  h.  die  Form 

in  allen  Punkten  des  Gebietes  definit  ist,  ergiebt  sich  daher 
durch  die  oben  entwickelte  Betrachtungsweise,  welche  .der- 
jenigen von  Bianchi  völlig  analog  ist,  dass  die  Function  u 
durch  ihre  Randwerthe  eindeutig  bestimmt  ist.  Es  reicht  für 
diesen  Beweis  nicht  aus,  dass  ac  >  h^,  d.  h.  der  Typus  der 
Differentialgleichung  der  elliptische  ist.  Wird  dies  letztere  allein 
vorausgesetzt,  so  lässt  sich  nur  behaupten: 

Die  den  gewöhnlichen  Stetigkeitshedingungen  genügenden 
(von  Bianchi  regulär  genannten)  Lösungen  einer  Differential- 
gleichung D{u)  =  yu  ■{•  d  vom  elliptischen  Typus  sind  durch 
ihre  Randwerthe  eindeutig  bestimmt^  sofern  man  nur  Gebiete 
betrachtet,  die  gewisse,  allgemein  nicht  näher  angebbare  Grenzen 
nicht  überschreiten. 

Um  dies  zu  beweisen,  leitet  Bianchi  erst  den  Satz  ab: 

Wenn  die  Gleichung  D(u)  =  yu  für  das  gegebene  Gebiet 
ein  reguläres  Integral  v  zxdässt,  welches  weder  im  Innern,  noch 
auf  dem  Rande  verschwindet,  so  sind  zwei  Lösungen  obiger 
Differentialgleichung j  die  auf  dem  Rande  übereinstimmen,  über- 
haupt identisch. 

Ist  nämlich  u  ein  „reguläres  Integral",  welches  auf  dem 
Rande  =  0  ist,  also  eine  ausgemchnete  Lösung  des  Bereiches, 
und  setzt  man  u  =  U  -  v,   so  genügt  ü  der  Gleichung 

cx^     '  öxcy    '        cy^     '     v   \     ox    ^        oy/  ox 

,      2    /,    gz;      ,        dv\  du         ^ 

+  ~  [b  ^ \-  G  ^-)  -=^  ==  0, 

^     V   \     dx     ^       dyJ  oy  ' 

welche    sich   von    der   Differentialgleichung    D{u)  =  0    nur 
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durch  die  Coefficienten  der  ersten  Differentialquotienten  unter- 
scheidet, und  ist  ausserdem  überall  endlich  und  stetig,  da  v 
nirgends  =0  wird.  Von  einer  solchen  Differentialgleichung 
ohne  ein  mit  u  proportionales  Glied  ist  aber  bereits  bekannt, 
dass  sie  bei  der  Grenzbedingung  ü  =  0  keine  von  Null  ver- 
schiedene ausgezeichnete  Lösung  besitzen  kann;  folglich  ist 
U  und  auch  w  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Ist  nun  u  eine  beliebig  abgenommene,  gar  keiner  Grenz- 
bedingung unterworfene,  in  dem  betrachteten  Gebiete  T 
überall  endliche  und  stetige  Lösung  von  D{u)  =  yu,  so 
kann  man  jedenfalls  einen  Theil  T'  von  T  so  abgrenzen, 
dass  diese  Lösung  innerhalb  T'  und  auf  dessen  Begrenzung 
nirgends  =  0  wird,  und  dann  auf  dieses  Theilgebiet  den 
vorstehenden  Hülfssatz  anwenden.  Da  ferner  die  Lösung  von 
D{u)  =  yu  -\-  8  eindeutig  durch  ihre  Randwerthe  bestimmt 
ist,  sobald  dies  von  derjenigen  von  D{u)='yu  gilt,  so  ergiebt 
sich  schliesslich  der  oben  ausgesprochene  erste  allgemeine 
Satz  für  die  Lösungen  der  Differentialgleichungen  vom  ellip- 
tischen Typus. 

Die  allgemeinste  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  n  Variabein  denkt  sich  Bianchi  auf  die  Form 
gebracht 

n  n 

-D»(«)  =  2i2f^/  «'■*  =  r»  +  s, 

1  *      1  * 

was  immer  möglich  ist.  —  Für  ein  Gebiet  Sn  von  n  Dimen- 
sionen, in  welchem  X^,  ..  X»,  ..  Xn  endliche  und  stetige 
Functionen  sind,  gilt  die  verallgemeinerte  Green^sche  Gleichung: 

/(2g)«.  =  -/(2x|?)^''.-.. 

WO  dSn—i  ein  Element  der  Begrenzung  von  Sn  und  dp  ein 
Element  von  deren  „innerer  Normale"  im  verallgemeinerten 

Sinne  bedeutet.  Setzt  man  hierin  Xi  =  u  ^  aik  -^^  wo 
u  ein  „reguläres"  Integral  von  Dn(u)  ==  yti  ist,  so  ergiebt  sich 


LösuDg  der  ßandwerthaufgaben.    §  3.  279 


'    ^'«'-^ijljl^^» 


wird  nun  vorausgesetzt,  dass  die  quadratische  Form 


n  n 


*(Xikhik 


I 


definitj  die  Differentialgleichung  Dn(u)  =  yu  -\-  d  also  vom 
„ellipsoidiscJien''  Typus  ist,  und  dass  ausserdem  y  im  ganzen 
Bereiche  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  jene  quadratische  Form, 
so  folgt  aus  der  vorstehenden  Relation,  dass  u  im  ganzen 
Gebiete  verschwinden  miiss,  wenn  die  Bandwerthe  ü  =  0  sind. 
Ferner  beweist  Bianchi  auf  ganz  analogem  Wege,  wie  im 
Falle  von  zwei  Dimensionen,  den  Satz: 

Wenn  die  Differentialgleichung  Dn(u)  =  yu  eine  endliche 
und  stetige  Lösung  besitzt,  welche  weder  im  Innern  des  Gebietes, 
noch  auf  dessen  Begrenzung  gleich  Ntdl  wird,  so  fallen  zwei 
Lösungen,  welche  auf  der  letzteren  übereinstimmen,  auch  im 
ganzen  Gebiete  zusammen, 
und  mit  Hülfe  desselben  den  allgemeinen  Satz: 

Bie  regulären  Integrale  einer  Differentialgleichung  Dn(u) 
==:  yu  -{-  d  vom  ellipsoidischen  Typus  sind  für  geschlossene 
Gebiete  Sn,  deren  Dimensionen  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten, durch  ihre  Bandwerthe  eindeutig  bestimmt. 

Einen  Versuch  zur  Abschätzung  jener  Grenzen,  welche 
das  Gebiet  nicht  überschreiten  darf,  hat  Bianchi,  auch  für  den 
Fall  von  zwei  Dimensionen,  nicht  gemacht.  Das  einzige 
Mittel,  welches  hierfür  bisher  angegeben  ist,  ist  die  oben 
besprochene  von  Picard  angegebene  Ungleichung  und  ein 
später  mitzutheilendes  Grenzverfahren  von  H,  A.  Schwarz, 
welches  sich  ebenfalls  auf  die  Differentialgleichung  l^u-{-  k^fu 
=  0  bezieht. 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  die  Sätze  Bianchi' s  auch 
ebenso  für  die  verallgemeinerte  zweite  Rand werth aufgäbe, 
worunter  die  Bestimmung  einer  Lösung  von  Dn(u)  =  yu-\-  d 
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aus  den  Randwerthen  von    y"'  'W^   xf  ^»^  ä —  ^^  verstehen 

ist,   aufgestellt  werden  könnten,   wie  aus  der  Art  ihrer  Ab- 
leitung sofort  ersichtlich  ist. 


§  4.    Lösung  der  Randwerthaufgaben  für  die  Functionen  u 
mit  Hülfe  verallgemeinerter  Green'scher  Functionen. 

Wie  in  der  Potentialtheorie,  so  kann  man  auch  in  der 
Theorie  der  Differentialgleichung  Au  +  ^^^^  =  0  die  all- 
gemeinen Randwerthaufgaben  lösen,  wenn  man  gewisse 
specielle    Lösungen    derselben    kennt,    nämlich    solche,    bei 

denen  die  gegebenen  Randwerthe  von  w,  bezw.  ^  oder 
hu  -\-  ^ ,   im   Räume    von    drei    Dimensionen    gleich   —   _ , 

d  —  ^     .     c  — 

bezw. r. —  oder  — h  •  ~ ^ — ,    in    der    Ebene    bleich 

cn  r  cn  ^  ^ 

log  r,  bezw.  — ^         oder  h  log  r  -| ^^^—   sind,  wenn  r  den 

Abstand  des  Randpunktes  von  einem  festen  Punkte  des  Ge- 
bietes bezeichnet,  oder  allgemeiner  solche,  bei  denen  die 
Randwerthe  durch  eine  Summe  von  Gliedern  der  angegebenen 
Form  dargestellt  werden.  Mit  Hülfe  dieser  speciellen  Lösungen 
der  Randwerthaufgaben  lassen  sich  dann  Functionen  bilden, 

für  welche    an    der  Begrenzung   u    oder   ö—    oder   hu  -\-  -^ 

gleich  Null  ist,  welche  aber  innerhalb  des  Gebietes  gewisse 
Unstetiglmtspunhte  besitzen;  dieselben  sind  analog  den  im 
§  2  dieses  Theiles  betrachteten  Green'schen  Functionen, 
gewissermassen  Verallgemeinerungen  derselben,  weshalb  es 
gestattet  sein  mag,  dieselben  im  Folgenden  ebenfalls  kurz 
Green'sche  Functionen  zu  nennen  und  mit  (r,  V  und  @  zu 
bezeichnen. 

Im  Nachstehenden  werde  ich  die  Theorie  dieser  „Green- 
schen  Functionen"  (im  Princip  auf  Grund  mündlicher  An- 
deutungen von  Herrn  Prof.  F,  Klein)  entwickeln,  wobei  die 
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Existenz  dieser  Functionen,  die  sich  mathematisch  wohl  nur 
durch  Angabe  sines  Verfahrens  zur  wirklichen  Herstellung 
beweisen  Hesse,  wiederum  durch  physikalische  Erwägungen 
begründet  werden  wird.  Ich  werde  mich  dabei  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung Am  +  h^u  =  0  beschränken,  obgleich  die 
Verallgemeinerung  für  die  Gleichungen  (2)  bezw.  (3)  S.  20 
wohl  kaum  Schwierigkeiten  bieten  würde. 

Es  sind  bei  dieser  Crntersuchung  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  die  gegebene  Constante  Ic"^  ein  aus- 
gemchneter  Werth  für  den  betrachteten  Bereich  (und  die  der 
gerade  behandelten  Randwerthaufgabe   entsprechende  Grenz- 

bedingung  ü  =  0  oder  ^-  =  0  oder  /iif  +  ;^-  =  0)  ist 
oder  nicht. 

Zunächst  setzen  wir  das  letztere  voraus,  worin  dann 
von  selbst  enthalten  ist,  dass  nur  eine  Lösung  der  Rand- 
werthaufgabe möglich  ist. 

a.   W  ist  Je  ein  ausgezeichneter  Werth. 
I.    Erste   Randwerthaufgabe.     Die  verallgemeinerte 
Green^sche  Function   Q-^''^°^°    welche  hier  einzuführen  ist,  defi- 

xyz'  ' 

niren  wir  als  eine  der  Differentialgleichung  A  w  -[-  li^u  =  0 
genügende  Function  von  x,  ?/,  0,  welche  an  einer  Stelle  Xq,  y^j  z^ 

des  Gebietes  unendlich  gross  wird  wie im  Baume ,  wie 

—  Y^ilzr^  in  der  Ebene ,  welche  sonst  im  ganzen  Gebiete  ein- 
deutig,  endlich  und  stetig  ist  und  an  der  ganzen  Begrenzung 
den  Werth  0  hat. 

Ihre  Existenz  für  beliebige  ebene  Bereiche  erschliessen 
wir  aus  den  evidenten  physikalischen  Thatsachen,  dass  eine 
Membran  mit  festem  Rande  durch  eine  in  einem  Punkte 
wirkende  periodische  Kraft  schliesslich  in  erzwungene  Schwin- 
gungen von  der  Periode  der  Kraft  versetzt  wird,  ebenso  eine 
offene  Luftplatte  durch  eiue  iu  einem  inneren  Punkte  befindliche 
Schallquelle,  dass  ferner  eine  horizontal  ausgespannte  Mem- 
bran, auf  welche  an  einer  kleinen  Stelle  ein  Druck  vertical 
nach  unten  wirkt,  und  welche  ausserdem  bis  zum  Niveau  ihres 
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Randes  mit  einer  schweren  Flüssigkeit  bedeckt  ist,  eine  be- 
stimmte Gleichgewichtslage  annehmen  muss;  endlich  bei  nega- 
tivem Ä^  daraus,  dass  in  einer  frei  ausstrahlenden  leitenden  Platte, 
deren  Rand  auf  der  Temperatur  0  erhalten  wird,  und  welche 
eine  punktförmige  constante  Wärmequelle  enthält,  bei  jeder 
Form  der  Begrenzung  und  jedem  Verhältniss  des  Ausstrah- 
lungs-  zum  Leitungsvermögen  endlich  eine  stationäre  Wärme- 
strömung eintreten  wird.  Im  Falle  räumlicher  Bereiche  ist 
mir  kein  anschaulicher  physikalischer  Vorgang  bekannt,  der 
sich  zur  Begründung  anführen  Hesse;  hier  können  wir  also 
die  Existenz  der  Function  G  vorerst  nur  aus  der  Analogie 
der  ebenen  Bereiche  schliessen.  —  In  allen  augeführten 
Fällen  muss  man  sich,  da  ein  unendlich  grosser,  in  einem 
Punkte  wirkender  Druck,  eine  punktförmige  Schallquelle 
von  unendlicher  Intensität  und  eine  punktförmige  Wärme- 
quelle von  unendlich  hoher  Temperatur  physikalisch  un- 
möglich sind,  die  periodische  Druckkraft,  die  Schall-  oder 
Wärmequelle  zunächst  über  ein  kleines  Gebiet  von  zwei  bezw. 
drei  Dimensionen  ausgebreitet  denken  und  dann  dieses  Ge- 
biet bei  constanter  Gesammtwirkung  der  die  Schwingungen 
erregenden  Kraft  oder  Gesammtergiebigkeit  der  Wärme- 
quelle kleiner  und  kleiner  werden  lassen;  es  erscheint  vom 
physikalischen  Standpunkte  aus  unzweifelhaft,  dass  sich  die 
entsprechende  Lösung  von  Au  -{-  k^u  =  0  bei  diesem  Pro- 
cesse  einer  bestimmten  Grenzfunction  nähert,  welche  letztere 
eben  die  Green'sche  Function  ist.  In  diesem  Sinne  ist  es  auch 
immer  zu  verstehen,  wenn  späterhin  zur  Begründung  der 
Existenz  gewisser  Functionen  von  Kräften,  die  in  einzelnen 
Funkten  wirken,  oder  von  einzelnen  Erregungs-  und  Wärme- 
zuleitungspunkten  die  Rede  ist.  (Vergl.  hierüber  §  1  des 
in.  Theiles,  S.  193  —  194.) 

Kennt  man  nun  die  Function  0^*°^^^°  des  gegebenen  Be- 
reiches, den  wir,  wie  immer  in  diesem  Paragraphen,  als  ganz 
im  Endlichen  liegend  voraussetzen,  so  ergiebt  die  Anwendung 
des  Green'schen  Satzes  genau  wie  in  der  Potentialtheorie 
die  Lösung  der  ersten  Handwerthaufgahe  in  folgender  Form: 
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(76) 


dG-"l''' 


^(^0.  2/o.  ^o)  =  —  i^Jj  ^ ^  ^ö; 


bezw. 


--LJ 


dG-'l' 


dn 


ds. 


Wenn  man  in  der  für  irgend  zwei  eindeutige,  end- 
liche und  stetige  Lösungen  von  iü^u -{- ¥  u  ==' 0  geltenden 
Grleichung 


Sj\-''ii-^"%)^o^O 


u'=G^^'      setzt  und   sie  auf  den   gegebenen 


X  y  z 

Bereicli  anwendet,  aus  welchem  die  Punkte  x^^y^,  0q  und  x,  «/,  0 
durch  zwei  unendlich  kleine  Kugeln  ausgeschnitten  zu  denken 
sind,  so  erhält  man,  da  der  auf  die  Begrenzungsfläche  des 
Bereiches  bezügliche  Theil  des  Doppelintegrals  zufolge  der 
Definition  der  Function  G  verschwindet,  und  da  auf  der  um 

den  Punkt  x,  y,  0  beschriebenen  kleinen  Kugel  Gxyz  ==  - — 

gesetzt  werden  kann, 


xyz 


xyz  aro^o^o  ' 

es  gilt  also,  wie  in  der  Potentialtheorie,  der  Satz,  dass  man  den 
Argumentpunht  und  FarameterpimU  der  Function  G  mit  einander 
vertauschen  kann.  Ebenso  ist  es  natürlich  im  Falle  zweidimen- 
sionaler Bereiche.  —  Dieser  „Beciprocitätssaf0  der  Green'schen 
Function  G"  gestattet  eine  anschauliche  physikalische  Deutung 
besonders  bei  dem  schon  oben  angeführten  Problem  der  statio- 
nären Wärmeleitung  in  einer  gegen  die  Umgebung  von  con- 
stanter  Temperatur  frei  ausstrahlenden  Platte,  welche  eine 
punktförmige  Wärmequelle  enthält,  und  deren  Rand  auf  der 
Temperatur  der  Umgebung  erhalten  wird.  Die  Function  ö^^"^" 
bedeutet  dabei  die  von  der  Temperatur  der  Umgebung  an 
gerechnete  Temperatur  im  Punkte  x,  y,  wenn  sich  die  Wärme- 
quelle in  Xqj  2/0  befindet,  und  der  Satz  G\^^°  =  G"J^  ^  sagt 
also  aus,  dass  die  Temperatur  im  Funkte  x,  y,  wenn  die 
Wärmequelle  in  Xq,  i/o  ^%^;  ^^^  gleiche  ist,  welche  im  Funkte 
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^of  Va  ^^^schen  würde,  wenn  sich  dieselbe  Wärmequelle  in  a?,  y 
befände.  Beim  Problem  der  niditstationäreu  Wärmeströmuug 
(Erkaltung)  lässt  sich  der  Reciprocitätssatz  übrigens  ganz  ähn- 
lieh deuten. 

Auf  die  Ersetzung  beliebiger  „Geschwindigkeitspotentiale" 
II  durch  solche  einfacher  Oberflächenschichten  von  Erregungs- 
punkten, welche  sich  aus  der  Gleichuug  (76)  folgern  lässt, 
werden  wir  erst  später  eingehen,  weil  die  hierzu  erforder- 
liche Anwendung  des  Green'schen  Satzes  auf  Räume,  die 
sich  in's  Unendliche  erstrecken,  bei  den  Functionen  u  be- 
sondere Vorsicht  erfordert. 

II.  Die  zweite  Randwerthaufgabe,  d.h.  die  Bestim- 
mung einer  eindeutigen,   endlichen,   stetigen   Lösung  n,   aus 

o  — 

den  Randwerthen  k— ,  lässt  sich  mit  Hülfe  einer  durch  fol- 
gende  Eigenschaften  definirten  „zweiten  Green'schen  Ftmction" 
r""^"^"  lösen: 

Die  Function  r^"'^^"**"  genügt  der  partiellen  Differentialglei- 
chung Au  -\-  ]c^u  =  0  und  ist  im  gegebenen  Bereiche  eindeutig, 
endlich  und  stetig,  ausser  in  dem  FimMe  x^,  y^,  z^,  in  welchem 

sie  unendlich  gross  wird  wie  —^  im  Falle  eines  dreidimensio- 

nalen,   tvie  —  YQ^Jcro)    im  Falle   eines  zweidimensionalen  Be- 

reiches;  an  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  ist  ^  =  0. 

Dass  hier,  nicht,  wie  in  der  Potentialtheorie,  zwei  Er- 
regungspunkte von  entgegengesetzter  Intensität  eingeführt 
zu  werden  brauchen,   ist  eine  Folge   davon,   dass  nach  den 

Gleichungen  (64)  (III,  §  3,  S.  211)  das  Integral    1  f  ^  do 

oder   /  -^ds  nicht  einfach  gleich  —  An^^an  oder  —  2 %  xf  cik 

ist,  wenn  die  au  die  Intensitäten  der  singulären  Punkte,  d.  h.  die 
Factoren  der  unendlich  gross  werdenden  Glieder  der  Reihen- 
entwickelung für  u,  bezeichnen;  in  der  Potentialtheorie  ist 
letzteres  bekanntlich  der  Fall,  und  es  ist  daher  nicht  mög- 
lich,   dass    für    ein   Potential    mit   nur   einem   Unstetigkeits- 
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(Massen-)punkt  innerhalb   des  Bereiches   der  Werth  von  0— 

an  der  Begrenzung  überall  verschwindet.     Die  Nothwendig- 

keit,  der  zweiten  Green'schen  Function  in  der  Potentialtheorie 

swei  Pole  beizulegen,  ergiebt   sich,    wie   die  Entwickelungeu 

des    Abschnittes  h  dieses   Paragraphen   noch  zeigen  werden, 

auch    daraus,    dass   die  Potentialgleichung  AF=0  bei   der 

dV 
Randbedingung  -0—  ==  0  die  ausgezeichnete  Lösung  V  =  Const. 

besitzt;  übrigens  kommt  dieser  Grund  schliesslich  auf  das- 
selbe hinaus,  wie  der  zuerst  *au geführte.  — 

Zur  Begründung  der  Existenz  der  soeben  definirten 
Function  r^J^^'"  ist  die  physikalische  Thatsache  anzuführen, 
dass  eine  in  einer  beliebigen  geschlossenen  Fläche  einge- 
schlossene Luftmasse  oder  eine  geschlossene  Luftplatte  von 
beliebiger  Gestalt  durch  einen  im  Innern  befindlichen  Er- 
regungspunkt von  gegebener  Periode,  die  nicht  mit  derjenigen 
einer  Eigenschwingung  übereinstimmt,  jedenfalls  in  bestimmte 
Schwingungen  von  der  gleichen  Periode  versetzt  wird;  ferner 
bei  zweidimensionalen  Bereichen  und  negativem  h^  der  Um- 
stand, dass  in  einer  frei  ausstrahlenden  Platte,  deren  Rand  vor 
Wärmeabgabe  geschützt  ist,  und  der  in  einem  inneren  Punkte 
Wärme  zugeführt  wird,  im  Laufe  der  Zeit  zweifellos  eine 
stationäre  Temperaturvertheilung  eintritt. 

Die  Lösung  der  zweiten  Bandwerthaufgdbe  erhält  man  mit 
Hülfe  dieser  Function  V  durch  die  gewöhnliche  Anwendung 
des  Green'schen  Satzes  in  der  Form 

m     ^  (^0, 2/0.  ^0)  =  +  hJJ^'^-y-^ '  £  ^^ 

bezw.  u(x,,  y,)  =  +  1- j  ^^°^^||  äs. 

Wie  man  sieht,  ist  hier  im  Gegensatz   zur  Potentialtheorie 

die  Function  u  durch  die  Randwerthe  —  vollständig  bestimmt, 

was  ja,  wie  schon  gesagt,  in  der  oben  gemachten  Voraussetzung 
liegt,  dass  W  kein  ausgezeichneter  Werth  sein  soll.  — 
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Gerade  wie  für   die  Function  G  ergiebt  sich  für  f  der 
Beciprocitätssat^ 


r-Xot/o^o r^y  ' 

bezw. 

YXoyo^_yxy 

xyz                 cCoVo^o 

xy              Xoyo 

Derselbe  ist  bereits  von  H.  v.  Heimholte  in  seiner  „Theorie 
der  Luftschwingungen  in  Röhren  mit  offenen  Enden"  abge- 
leitet worden  und  hat  in  der  Akustik  die  Bedeutung,  dass  eine 
in  einem  PunMe  oc^^yQ,  ^q  befindliche  einfache  Schallquelle  in  einem 
JPunkte  x,  y,  0  dieselbe  Schallintensität*)  hervorbringt,  welche  die- 
selbe Schallquelle j  wenn  sie  in  x,  y,  0  läge,  im  PunMe  x^^yQ^  Zq 
erzeugen  würde.  Dies  lässt  sich  jedoch  im  Allgemeinen  nur 
für  geschlossene  Lufträume  in  der  erwähnten  Weise  begrün- 
den; wie  es  sich  bei  in's  Unendliche  ausgedehnten  Räumen 
verhält,  wird  später  zu  erörtern  sein.  —  Die  physikalische 
Bedeutung  des  Reciprocitätssatzes  für  die  Wärmeprobleme  be- 
darf nach  dem  darüber  bei  der  Function  G  Gesagten  hier 
keiner  weiteren  Besprechung.  — 

111.  Um  die  dritte  Randwerthaufgabe  zu  lösen, 
führen  wir  eine  dritte  Green' sehe  Function  (S5^°^°^°  (bezw. 
(5$^°^°)  ein,  welche  folgende  charakteristische  Eigenschaften 
besitzt : 

Die  Function  (55*''^°^''  genügt  der  Differentialgleichung 

Au  +  k'u  ==  0, 

ist  im  gegebenen  Bereiche  eindeutig^  endlich  und  stetig  ausser  im 
Funktex  0,  2/0,  ^q  bezw.  x^,  «/q,  wo  sie  unendlich  gross  wird  wie 

~  bezw.  —  Yf^ikr^j  und  besitzt  längs  der  ganzen  Begren- 

zung  des  Bereiches  verschwindende  Werthe  von  h(3  -{-  -^ — 
Hierbei  ist  es   nicht  noth wendig,  dass  h  eine  Constante  ist. 


*)  H.  V.  Helrriholtz  und  Lord  Bayleigh  sprechen  den  Reeiprocitäts- 
satz  für  das  Geschwlndigkeitspotentidl  aas,  für  welches  er  sich  ja  auch 
zunächst  ergiebt;  zu  obiger  Fassung  gelangt  man  durch  die  Erwägung, 
dass  die  Schallintensität  durch  die  Maxima  der  Verdichtung  und  Ver- 
dünnung bestimmt  ist,  welche  letzteren  ja  (wie  die  oben  auf  S.  10 
angegebene  Relation  erkennen  lässt)  der  Function  u  proportional  sind. 
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Die  Anwendung  des  Green'schen  Satzes  auf  eine  im  be- 
trachteten Gebiete  überall  endliche  Lösung  u  und  die  Func- 
tion (3  ergiebt  zunächst: 

«(^0,  2/0.  *o)  -  -  hJJ  (»  If  -  ll  ®)  '^^ ! 

benutzt  man  nun  die  Randbedingung  7^@  +  ^-  =  0,  so  er- 
geben sich  die  folgenden  beiden  Formen  für  die  Lösung  der 
dritten  Randwerthaufgdbe: 

(78)    u{x„  y„  0,)  =  -  ^JJ  [hü  +  g  .  1-^  do 


analog  für  die  Ebene,  wo  nur  — -  statt  ^^,  ds  statt  do  zu 
setzen  ist. 

Die  Existenz  der  Function  @^°^°^<'  lässt  sich  für  ebene 
Bereiche  durch  die  Erwägung  plausibel  machen,  dass  auch 
eine  Membran,  deren  Rand  in  dem  im  §  1  des  IL  Theiles 
erörterten  Sinne  nicht  absolut  fest  ist,  durch  eine  in  einem 
inneren  Punkte  wirkende  periodische  Kraft  in  erzwungene 
Schwingungen  von  der  Periode  dieser  Kraft  versetzt  werden 
muss.  Ausserdem  könnte  (bei  negativem  F)  die  in  Bezug 
auf  die  Function  G  angestellte  Betrachtung  über  die  Wärme- 
strömung iu  einer  Platte  mit  der  Modification  herangezogen 
werden,  dass  die  Begrenzung  an  die  Umgebung  durch  Strah- 
lung oder  äussere  Leitung  nach  dem  bekannten  Gesetze  Wärme 
abgiebt. 

Auch  für  die  Function  ©  gilt  der  Satz  von  der  Ver- 
tauschbarkeit  des  Argument-  und  Parameterpunktes  und  lässt 
sich  bei  den  Wärmeproblemen  in  analoger  Weise  physikalisch 
deuten,  wie  es  beim  Reciprocitätssatz  für  die  erste  Green- 
sche  Function  ausgeführt  wurde.  — 

Die  ganzen  vorhergehenden  Entwickelungen  sind  formell 
unverändert  auf  den  Fall  übertragbar,  dass  k^u  in  der  Diffe- 
rentialgleichung mit  einer  gegebenen  überall  endlichen  und  posi- 
tiven (analytischen)  Function  f  der  Coordinaten  mtdtiplicirt  auf- 
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tritt,  weil  die  hier  in  Betracht  kommenden  Singularitäten  der 
Lösungen  u  in  diesem  allgemeineren  Falle  noch  dieselben 
bleiben  (cf.  III,  §  1).  Auch  die  physikalischen  Begründungen 
für  die  Existenz  der  verallgemeinerten  Green'schen  Functionen 
sind  nur  darin  abzuändern,  dass  man  statt  homogener  Mem- 
branen, Luftmassen  und  die  Wärme  leitender  Körper  inhomo- 
gene betrachtet  (wobei  man  sich  die  Inhomogeneität  von 
Luftmassen  durch  Temperaturunterschiede  realisirt  denken 
kann).  Auf  dieses  allgemeinere  Problem  für  zweidimensionale 
Bereiche  lässt  sich  aber  auch  die  Integration  der  in 
krummlinige  Coordinaten  transformirten  Differentialgleichung 
Au  -{-  Jc^u  =  0  für  ebene  oder  auch  für  gekrümmte  Flächen- 
stücke zurückführen,  wie  wir  im  I.  Theile,  §  4  gesehen 
haben.  Die  Randwerthaufgaben  für  die  Lösungen  von 
Au  +  k^f-u  =  0  bieten  sich  daher  z.  B.  dar  bei  der  Be- 
stimmung der  durch  gegebene  Bewegung  der  Randpunkte 
erzwungenen  Schwingungen  einer  gekrümmten  Luftschicht  oder 
bei  der  Untersuchung  der  stationären  Wärmeströmung  in 
einem  ausstrahlenden  krummen  Flächenstücke,  dessen  Rand 
an  ein  anderes  Medium  von  gegebener  Temperaturvertheilung 
grenzt.  (Vergl.  IV,  §  1.)  Dies  ist  besonders  deshalb  von 
Wichtigkeit,  weil  man  von  solchen  berandeten  krummen 
Flächenstücken  zu  geschlossenen  Flächen  übergehen  kann,  wo 
dann  an  die  Stelle  der  Randwerthaufgaben  das  Problem  tritt, 
eine  überall  sonst  stetige  Lösung  u  aus  gegeheoien  Unstetigkeiten 
zu  bestimmen;  hierauf  werden  wir  am  Schlüsse  dieses  Theiles 
zurückkommen. 

b.   ¥  ist  ein  ausgezeichneter  Werth. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Constante  k^  einen  der 
ausgezeichneten  Werthe  für  den  gegebenen  Bereich  besitze, 
d.  h.  dass  es  im  letzteren  überall  eindeutige,  endliche  und 
stetige,  von  Null  verschiedene  Lösungen  der  Differentialglei- 
chung   Au  +  ¥u  =  0    gebe,    welche    an    der    Begrenzung 

der   Bedingung   ü  ■=  0    oder    tt-  =  0    oder    hü  -]r  ^  =  ^ 

genügen,  je  nachdem  es  sich  um  die  erste,  zweite  oder  dritte 


Lösung  der  Randwerthaufgaben.     §  4.  289 

Randwerth aufgäbe  handelt.  Um  gleich  alle  möglichen  Fälle 
zu  umfassen^  wollen  wir  annehmen,  dass  ¥  ein  v-facher 
ausgezeichneter  Werth  sei,  mithin  v  von  einander  unab- 
hängige  ausgezeichnete  Lösungen  vorhanden  seien. 

In  diesem  Falle  können  die  im  Abschnitte  a)  ein- 
geführten Functionen  6r,  f,  05  mit  einem  Pole  nicht  existiren, 
was  man  sich  leicht  an  deren  physikalischer  Bedeutung  klar 
machen  kann.  So  würde  z.  B.  eine  Membran  durch  eine  in 
einem  Punkte  Xqj  %  angreifende  periodische  Kraft,  deren 
Periode  mit  derjenigen  einer  Eigenschwingung  übereinstimmt, 
im  Allgemeinen  in  Schwingungen  von  unbegrenzt  wachsender 
Amplitude  versetzt  werden,  natürlich  wenn  man,  wie  es  hier 
immer  geschehen  muss,  von  der  Reibung,  Steifigkeit  etc.  ab- 
strahirt  und  annimmt,  dass  die  Differentialgleichung  nicht  nur 
für  unendlich  kleine,  sondern  noch  für  beliebig  grosse  Ampli- 
tuden gültig  bleibe;  in  dem  besonderen  Falle  aber,  wo  der 
Angriffspunkt  Xq^  y^  auf  einer  Knotenlinie  der  besagten  freien 
Schwingungsform  läge,  würde  die  Kraft  die  Schwingungen 
zwar  nicht  unendlich  verstärken,  aber  sie  überhaupt  gar 
nicht  erregen  können.  Aehnlich  verhält  es  sich  bei  den 
durch  ei7ie  punktförmige  Schallquelle  erregten  Schwingungen 
einer  Luftmasse.  Um  sich  die  Unmöglichkeit  der  Existenz 
der  Functionen    (^^°^°^%    r"""^"'",    @^°^'>"<'    für    ausgezeichnete 

xyz     f         xyz      '  xyz  o 

WertheÄ;^  klar  zu  machen,  ist  auch,  wenigstens  wenn  es  sich  um 
die  erste  Green'sche  Function  handelt,  das  Beispiel  der  in  einen 
horizontalen  Rahmen  gespannten,  mit  einer  schweren  Flüssig- 
keit bedeckten  Membran  wohl  geeignet.  Wird  einer  solchen 
Membran  durch  einen  Druck  eine  gewisse  Ausbiegung  unter 
ihre  Gleichgewichtslage  ertheilt,  und  dann  bis  zum  Niveau 
der  letzteren  eine  Flüssigkeit  daraufgegossen,  so  wird  nach 
Aufhebung  des  Druckes  im  Allgemeinen  entweder  die  Membran 
in  ihre  Gleichgewichtslage  zurückkehren  (wobei  die  Flüssig- 
keit abfliesst),  oder  die  Ausbiegung  weiter  zunehmen,  mathe- 
matisch betrachtet  bis  in's  Unbegrenzte,  in  Wirklichkeit 
natürlich  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  weil  bei  einer 
einigermassen    beträchtlichen   Grösse   der  Verrückung  u  die 

Po  ekel  s,  Differentialgleichung.  19 
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verticale  Spann ungscomponente  gar  nicht  mehr  durch  Aw 
gegeben  ist,  also  die  Differentialgleichung  'Aw  +  ¥u  =  0 
nicht  mehr  gilt;  der  erstere  Fall  wird  bei  kleinem,  der 
letztere  bei  grossem  specifischen  Gewicht  der  Flüssigkeit 
eintreten.  Es  wird  aber  ein  bestimmtes  VerJiältniss  des  speci- 
fischen Gewichtes  s  der  Flüssigheit  zur  Spannung  p  der  3£emhran 
geben,  für  welches  die  Membran  bei  jeder  beliebigen  Grösse 
der  ursprünglichen^  Ausbiegung  im  Gleichgewichte  verharrt; 

dieses  Verhältniss  —  ist  der  Meinste  ausgezeichnete  Werth  yon 

W,  die  höheren  haben  hier  keine  physikalische  Bedeutung. 
Es  ist  hiernach  klar,  dass  in  dem  Falle,  wo  F  jenem  aus- 
gezeichneten Werthe  gleich  ist,  jeder  hinzukommende  Druck 
die  Ausbiegung  in^s  Unbegrenzte  wachsen  lassen  würde;  folg- 
lich kann  die  Function  G^^^%  welche  die  Yerrückung  bei 
einem  im  Punkte  x^^  ^/o  wirkenden  Drucke  darstellen  würde, 
nicht  existiren.  — 

Die    unter    a)    erörterte  Methode    zur   Bestimmung  der 
Lösungen  u  aus   den   beliebig   gegebenen  Randwerthen  von 

ü,  ^-  oder  hü  -{-  i^  ist  demnach  in  dem  Falle,  wo  W  ein 

ausgezeichneter  Werth  ist,  nicht  anwendbar.  In  der  That  können 
nun  auch,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  in  diesem  Falle  jene 
Rand  werthe  gar  nicht  beliebig  vorgeschrieben  werden,  sondern 
müssen  v  Bedingungen  genügen,  damit  eine  endliche  und  stetige 
Lösung  überhaupt  möglich  sei;  dies  wird  bei  den  einzelnen 
Randwerthaufgaben  auch  physikalisch  erläutert  werden.  — 
Ferner  aber  ist,  wenn  jene  Bedingungen  erfüllt  sind,  die  Losung 
nicht  vollständig  durch  die  gegebenen  Randwerthe  bestimmt, 
sondern  es  können  die  zu  dem  gegebenen  h^  gehörigen  aus- 
gezeichneten Lösungen,  jede  mit  einer  willkürlichen  Constante 
multiplicirt,  hinzuaddirt  werden,  weil  sich  ja  dadurch  die  Rand- 
werthe nicht  ändern.  Auch  dies  ist  bei  den  physikalischen 
Problemen,  namentlich  den  Schwingungsproblemen,  evident, 
wie  weiter  unten  ausgeführt  werden  soll. 

Die  Lösung  der  Randwerthaufgaben  ist  in  diesen  Fällen, 
falls    nur    die    gegebenen    Randwerthe    den    erwähnten    Be- 
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dingungen  genügen,  dennoch  mit  Hülfe  verallgemeinerter  Green- 
scher  Functionen  durch führhar-^  nur  muss  man  diesen  Functionen 
nicht  einen,  sondern  (v  +  1)  UnstetigkeitspunMe  (Pole)  von 
geeigneten  Intensitäten  beilegen,  worauf  ja  schon  die  in  §  2 
definirte  Function  f  der  Potentialtheorie,  welche  zwei  ent- 
gegengesetzte Pole  besitzt,  hinweist.  Wir  werden  die  hier 
einzuführenden  verallgemeinerten  Green'schen  Functionen  dem- 
entsprechend gelegentlich  als  ,,{y  +  l)-fach  polare^^  bezeich- 
nen. Im  Folgenden  soll  die  so  modificirte  Methode  der 
Green'schen  Functionen  wieder  für  die  drei  Randwerthauf- 
gaben  gesondert  erörtert  werden.  Vorausgesetzt  wird  dabei 
also  immer,  dass  Jc^  ein  v-facher  ausgezeichneter  Werth  für 
die  der  gerade  betrachteten  Randwerthaufgabe  entsprechende 
Grenzbedingung  ist.  Ein  System  von  linear  unabhängigen 
zugehörigen  Normalfunctionen  des  Bereiches  soll  wie  früher 
mit  it^,  U2  .  .  .  Uv  bezeichnet  werden. 

I.   Erste  Randwerthaufgabe. 
Setzt  man  in  dem  Green'schen  Satze: 


du  _„  du\  j  f. 

-^ u    -^-1  do  =  0 

on  on  I 

bezw. 

on  on) 

für  %  irgend  eine  im  Bereiche  überall  eindeutige,  endliche 
und  stetige  Lösung  von  Aw  +  Wu  =  0,  für  u"  eine"  Normdl- 
fimction  %,  so  folgt,  da  ü^i  =  0  ist, 

(79)        Jj  ^-^^ö  =  0  bezw.   j  ü -^  ds  =  0 , 

worin  dem  Index  ^i  die  Werthe  1,  2,  ...  v  beizulegen  sind. 
Diesen  v  Eelationen  müssen  also  auch  die  vorgeschriebenen  Werthe  ü 
genügen,  damit  sie  überhaupt  die  Bandwerthe  einer  im  ganzen 
Bereiche  endlichen  und  stetigen  Lösung  von  ibi.u  -[-  Wu  =  0 
sein  können. 

Diese  Bedingungen  (79)  lassen  sich  bei  den  durch  Bewegung 
der  Randpunkte  erzwungenen  Schwingungen  einer  Membran  an- 
schaulich interpretiren.    Es  muss  hier  zunächst  daran  erinnert 

19* 
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werden,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  allen  gestellten  Be- 
dingungen genügende  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
Au  4"  ^^^  =  0  die  Summe  mehrerer,  mit  willkürlichen  Con- 
stanten multiplicirter  Functionen  ist,  der  entsprechende 
Schwingungszustand  aus  einer  Ueberlagerung  ebensovieler 
verschiedener,  von  einander  unabhängiger  Schwingungen  be- 
steht, welche  nicht  nur  verschiedene  Amplituden,  sondern 
auch  verschiedene  Phasen  besitzen  können  5  dies  gilt  nicht  nur 
für  die  schwingende  Membran,  sondern  für  alle  Schwingungs- 
probleme. —  In  dem  jetzt  betrachteten  Falle  setzt  sich  nun 
die  Lösung  u  zusammen  aus  einer  solchen  w',  welche  die 
gegebenen  Randwerthe  ü  besitzt  und  zugleich  mit  den  letz- 
teren verschwinden  würde,  und  aus  einer  ausgemchneten  Lösung 

V 

^J'ÄhUhj  worin  A^...Av  willkürliche  Constanten,  u^.,.Uv  die 

1 
am   Rande   verschwindenden  Normalfunctionen    sind.      Dem- 
entsprechend   ist    die   zugehörige  Schwingung   der  Membran 
dargestellt  durch 

V 

ü  =u  cos  -^  (t  —  t')  -f  ^A  AhUh  cos  -Y  (i  —  4)  • 

1 

Die  am  Rande  der  Membran  wirkenden  Kräfte,  welche 
die  Schwingung  hervorbringen,  leisten  im  Zeitelement  dt  die 
Arbeit 

Sdt  =pdt  j   jr- '  -j-  ds  ==  —  p  ^  dt  I  u  sin^  (t  —  t') 

•  i"ä^^^^  "r  (^""^)  +  ^^^"ä^^^^  -^it  —  th^ds-, 

_  1  ' 

7)  TT 

denn  —  p  -0 —  ist  die  der  in  einem  Randpunkte  angreifenden 
äusseren     Kraft     entgegenwirkende     Spannungscomponente, 

O    TT 

-^  dt  der  vom  Angriffspunkt  dieser  Kraft  während  dt  zurück- 
gelegte Weg,  und  die  rechte  Seite  des  vorstehenden  Aus- 
druckes ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  das  Verschwinden  der 
Normalfunctionen  am  Rande.  Berechnet  man  nun  die  mittlere 
oder  die  während  einer  ganzen  Periode  T  geleistete  Arbeit,  d.  h. 
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^Integral     /  Sdt,    so   ergiebt   sich,    dass   derjenige   Theil 

0 

dieser   Arbeit,    welcher    der   erzwungenen  Schwingung  u'  zu 
Gute  kommt,  nämlich 


~p  •  I  u  -^  ds  •    /  sin  -^  (^  —  t')  cos  -^  (t  —  f)  dt, 


2 

0 


verschwindet,  und  dass  somit  nur  der  bei  den  Eigenschwin- 
gungen geleistete  Theil  der  Arbeit  übrig  bleibt: 

F 
-fp.^äA,fu'^dsJ\m^-^(t-t')-cos^-^(t-t,)dt, 

1  0 

worin  jetzt  wieder  ü  statt  ü'  geschrieben  werden  kann.  Diese 
Arbeit  muss  nun  gleich  Null  sein,  da  sonst  die  Eigen- 
schwingungen, welche  ja  schon  für  sich  fortbestehen,  unbegrenzt 
verstärkt   werden   würden.     Soll    aber    der  vorstehende   Aus- 

druck  für  alle  möglichen  Amplituden  Ä^  und  Phasen  -m-  4  ver- 
schwinden, so  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 


/■ 


ü^ds^O,   {h=i,2...v), 


dn 

d.  h.  eben  diejenigen,  welche  wir  oben  aus  dem  Green'schen 
Satze  ableiteten. 

Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  auch  wah- 
rend jedes  Zeitelementes  die  von  den  am  Rande  wirkenden 
Kräften  bei  den  Eigenschwingungen  der  Membran  geleistete 
Arbeit  gleich  Null;  folglich  werden  die  letzteren  dann  von 
den  äusseren  Kräften  überhaupt  nicht  beeinflusst. 

Als  einfachstes  Beispiel  für  die  besprochenen  Bedingungen 
wollen  wir  den  Fall  einer  kreisförmigen  Membran  betrachten, 
deren  Rand  mit  der  Periode  der  tiefsten  Eigenschwingung 
(welche  einem  einfachen  ausgezeichneten  Werthe  W  entspricht) 

bewegt  wird.    Die  Bedingung  geht  dann,  da  -^  =  \  JoXK  ^) 
am  ganzen  Rande  constant  ist,  in    1  üds^O  oder  /   üd(p  =  0 
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über  und  sagt  aus,  dass  die  vorgescliriebenen  Verrückungen 
der  Randpunkte  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  der  Schwer- 
punht  der  (gleichförmig  mit  Masse  belegt  gedachten)  Randcurve 
in  seiner  Ruhelage  verharrt. 

Fortan  setzen  wir  voraus,  dass  die  oben  angegebenen  v  Be- 
dingungen für  die  gegebenen  Randwertbe  ü  erfüllt  seien.  Dann 
gelangen  wir  zur  Lösung  der  Ran dwerth aufgäbe  mit  Hülfe  der 
(v  +  iyfach  polaren  Green'schen  Function  (^^o^2/o^°'^^2'»^^'--%yi'^v^ 

welche   abgekürzt  mit  Gv  bezeichnet  werden    möge  und  fol- 

gendermassen  definirt  wird: 

Gy  genügt  im  gegebenen  Bereiche  der  Differentialgleichung 

Aw  +  Ä;^w=0,  wird  in  v-\-l  PunJcten  (xq^  y^^  0q),  (x^j  y^,  z^, . . . 

X                 s            ,-,.7                .         cos  Ä;r„         Go^hr.               cos  Jcr 
(xv,  yv,  0v)  unendlich  gross  wie  üq -,  a^ ^, . . .  «v 

bezw.  wie  — a^Y^ihr^,  — a^Y^Ocr^,  ...  — avY^ihrr),  ivo 
a^,  a^  . . .  av  bestimmte  Constanten  sind,  ist  sonst  überall  end- 
lich und  stetig  und  verschwindet  an  der  Begrenzung.  —  Die  Con- 
stanten üfi  bestimmen  sich,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
aus  den  Werthen  der  Normalfunctionen  u^  .  .  ,  Uv  in  den 
v  +  1  Polen  XQ,yQ,  Zq,  .  .  .  Xyj  yy,  Zv  bis  auf  einen  Proportio- 
nalitätsfactor ;  dabei  wird  sich  zeigen,  dass  die  Lage  der  Pole 
gewissen  Beschränkungen  unterliegt. 
Wendet  man  den  Green'schen  Satz 


//(' 


du  _//  du\  j  ^ 

~)  do  =  0 


dn  d' 

auf  eine  beliebige  eindeutige,  endliche  und  stetige  Lösung  u 
und  die  soeben  definirte  Green'sche  Function  Gv  an,  so  er- 
giebt  sich  auf  bekannte  Weise: 

ö^o«*(^o;  yo>  ^0)  +  01^(^1, 2/1 ,  ^1)  H h  a,u(x,,  yy,  z,) 


-^^-hfj^T^^'^ 


und  eine  analoge  Gleichung  für  den  Fall  der  Ebene.  Da 
nun  diese  Gleichung  auch  richtig  bleiben  muss,  wenn  man  für 
u  eine  Normalfunction  Uf^  setzt,  wodurch  das  auf  der  rechten 
Seite  stehende  Iptegral  verschwindet,  so  müssen  die  Rela- 
tionen bestehen: 
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(80) 


ebenso  für  die  Ebene.  Dies  sind  die  in  Aussicht  genommenen 
Gleichungen j  welche  gestatten,  die  Constanten  a^  . . .  a^  his  auf 
einen  gemeinsamen  willkürlichen  Factor  durch  die  Werthe  der 
Normalfunctionen  u^  ...  u^  in  den  Polen  ausmidrücken,  voraus- 
gesetzt natürlich,  dass  die  Determinante 


(81a) 


Uv{Xo,yOJ^o)   •  ••   ^v(00y-l,  •  •) 

und  die  durch   cyclische  Vertauschung   der  Pole  daraus   ge- 

Wollen  wir  insbe- 

-  berechnen,  so  müssen 


bildeten  nicht   sämmtlich   verschwinden 

a 


sondere  die  Verhältnisse 
wir  voraussetzen,  dass 


a.. 


(81b) 


^2(^1, 2/1;  ^1)  •  •  •  ^h(^v,  yv,  ^1-)  I  >  Q 


Uv(x^,yi,  ^1)   .  .  .   liv{00y,  yrf  Zv) 

ist;  dies  ist  dieselbe  Bedingung  für  die  Lage  der  Pole,  welche 
sich  im  §  5  des  IL  Theiles  (S.  65)  als  nothwendig  erwies,  um 
eine  zu  dem  v- fachen  ausgezeichneten  Werthe  h^  gehörende 
ausgezeichnete  Lösung  aus  ihren  Werthen  in  den  v  Punkten 
^1;  2/1;  ^1?  '  • '  Xvy  yv,  3v  bestimmen  zu  können.  In  der  That 
ist  die  Bedeutung  der  Bedingung  hier  ebendieselbe,  wie  da- 
mals, was  sich  sogleich  zeigen  wird.  — 

Es  seien  jetzt  unter  Voraussetzung  der  Ungleichung  (81b) 

die  Grössen  — ,  .  .  .  —   aus  den  v  linearen  Gleichungen  (80) 

berechnet;  setzt  man  noch  a^  =  1,  was  keine  Beschränkung 
ist,  so  erhält  man  die  Lösung  der  ersten  Bandwerthaufgabe  in 
der  Form: 
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^K^o.  2/0?  ^0)  =  —  a,u{x\,  2/1,  ^1)  —  o,u{x^,  2/2,  ^J  .  .  . 

—  arU{X„  IJry  ^r)  —   l^  J  J    ^  Tn     ^^  > 

und  analog  für  ebene  Bereiche.  Man  sieht,  dass  die  Function 
u  in  einem  beliebigen  Punkte  Xq,  y^,  z^  bestimmt  ist  durch 
ihre  Werthe  an  der  Begrenzung  des  Bereiches  und  diejenigen  in 
V  festen  Tunkten  im  Innern,  nämlich  in  den  ünstetigkeits- 
punkten,  welche  der  Function  Gy  noch  ausser  x^^  «/o;  -^o  ^^i" 
gelegt  worden  sind.  Die  Coefficienten  a^,  mit  welchen  die 
Werthe  von  u  in  jenen  v  Punkten  multiplicirt  erscheinen,  sind 
gemäss  ihrer  Berechnung  aus  den  v  Gleichungen  (80)  lineare 
Functionen  von  u^ix^,  y^,  z^),  u^{x^,  y^,  z^,  .  . .  Uripc^,  y^,  0^), 
Wenn  mit  Ä^,  Ä^,  ...  Äv  neue  Grössen  bezeichnet  werden, 
welche  lineare  Functionen  der  Werthe  u{x^,y^  jZ^.,.u(Xv,yv,  ^v) 
sind  und  ausserdem  die  Constanten  Wu(^i,  y^  ^1),  .  .  . 
^fiQ^v}  yv,  ^v)  (wobei  fi  =  1,  2  . .  .  V  ist)  enthalten,  also  hei 
Äenderung  des  Punktes  Xq,  ^/o»  ^q  konstanten  sind,  so  erhält 
man  demnach  für  u(Xq,  y^^  Zq)  die  zweite  Formel: 

(83)     u{xq,  i/o,  ^0)  =  AM^o>  Voy  ^0)  +  ^2^2(^0;  2/0'  ^0) 

Jetzt  erscheint  der  Werth  der  Function  u  in  einem  beliebigen 
Punkte  Xq,  y^,  z^  des  Bereiches  ausgedrückt  durch  die  Rand- 
werthe  von  u  und  durch  die  für  denselben  Punkt  genommenen 
Werthe  der  mm  gegebenen  k^  gehörigen  Normalfunctionen. 
Es  tritt  daher  klar  hervor,  dass  derjenige  Bestandtheil  von  u, 
welcher  zu  dem  Oberflächenintegral  hinzukommt  und  nicht 
durch  dieRandwerthe  ü,  sondern  durch  die  Werthe  von  u  in 
den  Polen  x^,  y^,  z^, ,. .  Xy,  yv,  By  gegeben  ist,  eine  ausgezeich- 
nete Lösung  für  den  gegebenen  Bereich  ist;  dass  eine  solche 
bei  den  gegebenen  Randwerthen  von  u  noch  unbestimmt 
bleiben  musste,  war  ja  von  vornherein  bekannt.  Die  obige 
Bemerkung  über  die  Beschränkung,  welcher  die  Lage  der 
Pole  unterliegen  muss,  hat  damit  auch  ihre  Erklärung  ge- 
funden; wegen  der  physikalischen  Bedeutung  dieser  Bedingung 
im  Falle  v  =  2  vergleiche  man  S.  65  und  QQ.  — 
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Dass  es  die  oben  definirte  Function  Gy  wirklich  gieht,  ist 
für  beliebig  begrenzte  ebene  Bereiche  dadurch  plausibel,  dass 
eine  in  einen  festen  Rahmen  gespannte  Membran  durch  solche, 
in  inneren  Punkten  x^,  y^,  .  .x^,  yf^..  angreifende  periodische 
Kräfte,  welche  bei  den  Eigenschwingungen  der  Membran 
von  gleicher  Periode,  zusammengenommen  im  Mittel  (d.  h. 
während  einer  Periode)  keine  Arbeit  leisten ,  in  erzwungene 
Schwingungen  von  endlicher  Amplitude  versetzt  werden  wird. 
Damit  aber  die  äusseren  Kräfte  bei  jeder  Eigenschwingung 
von  der  gegebenen  Schwingungsdauer  keine  Arbeit  leisten, 
müssen  im  Falle,  wo  W  ein  v-facher  ausgezeichneter  Werth 
ist,  in  mindestens  v  -\-  1  Funkten  x^,  y^,  ...  x^,  yv  solche 
Kräfte  angenommen  und  ihre  Intensitäten,  welche  ja  mit  den 
Coefficienten  a^,  .  .  .  a^  der  unendlich  gross  werdenden  Glieder 
der  Entwickelung  von  Gy  proportional  sind,  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Ausdrücke 

ö'oWiC^o^  2/o)  +  aiMx,,  y^)  -\ \-  a,u^{xv,  yv), 

a^UyixQ,  y^  +  a^Ur{x^,  y^)  -\ 1-  arUr{xry  yv) 

verschwinden-^  dieser  giebt  sich  leicht  auf  Grund  einer  ganz  ähn- 
lichen Betrachtung,  wie  wir  sie  oben  (S.  292—93)  zur  Ableitung 
der  Bedingungen  für  die  Randwerthe  ü  angestellt  haben.  Das 
Verschwinden  der  vorstehenden  Ausdrücke  ist  aber  gerade 
in  den  Gleichungen  (80),  welche  die  Constanten  a^, .  . .  üy  der 
Function  Gy  definirten,  ausgesprochen.  Nur  wenn  die  Punkte 
Xq,  yQ,...Xvj  yv,  in  denen  die  Kräfte  angreifen,  ganz  specielle 
Lagen  haben  (für  welche  die  sämmtlichen  Determinanten  (81b) 

verschwinden,  und  somit  die  Constanten  a^<  die  Form  —  an- 
nehmen), z.  B.  wenn  sie  bei  allen  Eigenschwingungen  von 
der  durch  k'^  gegebenen  Periode  in  Ruhe  bleiben^  können  die 
Intensitäten  der  Kräfte  beliebig  sein. 

Da  Kräfte,  welche  den  erwähnten  Bedingungen  unter- 
liegen, eine  etwa  vorhandene  Eigenschwingung  nicht  beein- 
flussen, so  kann  in  der  Schwingungsart,  welcher  die  Function 
Gv  entspricht,  eine  beliebige  Eigenschwingung  enthalten  sein; 
in  der  Function  Gv  bleibt  also  ein  lineares  Aggregat  der  Normal- 


298  Ueber  die  Gleichung:  Au  -f  k^u  =  0. 

fundionen  u^ , . .  Uv  mit  heliebigen  constanten  Coefficienten  un- 
bestimmt,  was  übrigens  auch  aus  ihrer  mathematischen 
Definition  hervorgeht.  Diese  Unbestimmtheit  von  Gv  hat 
aber  auf  die  mittelst  dieser  Function  gebildete  Lösung  (82j 
oder  (83)  der  Randwerthaufgabe  keinen  Einfluss,  weil  ja  die 
Randwerthe  U  nach  der  Voraussetzung  den  Bedingungen 

I  u  —^  ds  ==  I  u  ^--  ds  =  ■  •  •  =  I  u  7^—  ds  =  0 

J       on  J       ön  J       on 

genügen,  und  somit  die   unbestimmten  Glieder  von  Gy  zum 

ü  -ö-^  ds   keinen   Beitrag   liefern.     Dasselbe 

gilt  natürlich  für  räumliche  Bereiche. 

Dass  endlich  die  Function  uix^^  y^)  durch  ihre  Rand- 
werthe nur  bis  auf  eine  allgemeine  ausgezeichnete  Lösung 
bestimmt  ist,  ergiebt  sich  bei  dem  physikalischen  Beispiel 
der  durch  Bewegung  der  Randpunkte  in  Schwingung  ver- 
setzten Membran  daraus,  dass  die  am  Rande  wirkenden 
Kräfte,  wenn  überhaupt  eine  endliche  Schwingung  resultiren 
soll,  die  Eigenschwingungen  nicht  beeinflussen  dürfen  (ent- 
sprechend den  Bedingungen  (79)),  was  zur  Folge  hat,  dass 
die  durch  Wj , . . .  u^  (midtiplicirt  mit  trigonometrischen  Functionen 
der  Zeit)  dargestellten  Eigenschwingungen  niit  beliebigen  Am- 
plituden und  Phasen  neben  der  erzwungenen  Schwingung  be- 
stehen Mnnen, 

IL    Zweite  Randwerthaufgabe. 

Sind  t*i,...Wu,  ...«^  ein  System  von  der  Randbedingung 
du 

-—t  ==  0  genügenden  Normalfunctionen  des  betrachteten  Be- 
reiches, so  folgt  aus  dem  Green'schen  Satze,  dass  die  Rand- 
werthe 3—  für  iede  innerhalb  des  Bereiches  endliche  und 
stetige  Lösung  von  Aw  +  Ä;^w  =  0  die  v  Relationen  erfüllen: 

soll  also  eine  den  Stetiglceitsbcdingungen  genügende  Losung  der 
zweiten  Randwerthaufgabe  möglich  sein,  so  müssen  für  die  vor- 
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gegebenen  Werthe  0—  jedenfalls    die    vorstehenden    GleieJitingen 

gelten. 

Diese  Bedinffungen  haben  beim  Problem  der  durch 
periodische  Bewegungen  der  Wandelemente  erzwungenen 
Schwingungen  in  einem  geschlossenen  Lufträume  (welches 
ja  auf  die  zweite  Randwerthaufgabe  führt)  wieder  die  Be- 
deutung, dass  die  von  den  äusseren  Kräften,  welche  jene 
Bewegung  der  Wand  hervorbringen,  bei  den  Eigenschwing- 
ungen der  Luftmasse  während  der  Dauer  einer  Schwingung 
geleistete  Arbeit  gleich  Null  sein  muss.    Es  ist  nämlich,  wenn 

wieder  u  =  ii'  +   y'f^  Ahth  gesetzt  und  dementsprechend  das 
Geschwindigkeitspotential  der  Schwingung  durch 


ü 


2n  .. 
U    COS  -7H-{t 


T 


t')  +  ^  AhUh  cos  -^{t—  th) 


darscestellt  wird, 


^-  cos  2;r  — ^r-  die  nach  Innen  gerieh- 
en T  ° 


tete  Geschwindigkeitscomponente  des  Wandelementes,  und 

1     du  2  7r    [_,     .     2ä,,         ,,v     ,      '^TT    .    _      .     2«,,        ,k1 

""^I^^^^l^   sm  -^(^— 0  +   yfiAhU,sm^{t—t,)\ 


1 


die  an  demselben  vorhandene  Verdichtung,  also   ergiebt  sich 
die  während  des  Zeitelementes  dt  geleistete  Arbeit: 


Sdt  =  —  r?^T  dt  jsin  -^  {t 


a^T 


+2 


Ah  sin 


f)  cos  ~(t~t')J  Ju'p^do 
Y  (^  —  ^/O  cos  ^  {t—  t')jj  ^A  ^  ^öf  ; 


und  hieraus  ist  leicht  ersichtlich,  dass  für  das  Verschwinden  von 


I 


Sdt   in    der  That    die    v  Bedingungen 


// 


Uh^do 


0 


nothwendig  sind.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  folgt 
wieder,  dass  die  Eigenschwingungen  durch  die  erzwungene 
Bewegung  der  Wand  überhaupt  gar  nicht  beeinflusst  wer- 
den. —  Bei  ebenen  Bereichen  können  zu  einer  analogen 
Deutung    der    Bedingungen    (84)     ausser    den    erzwungenen 
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Schwingungen  einer  geschlossenen  Luftplatte  auch  die  un- 
endlich kleinen  Schwingungen  einer  schweren  Flüssigkeit  in 
einem  cylindrischen  Gefässe,  welche  durch  gegebene  transver- 
sale Schwingungen  der  Wand  erregt  werden,  herangezogen 
werden. 

Ein  specieller  Fall  der  Bedingungen  (84)  ist  die  bei 
der  zweiten  Randwerthaufgabe  in  der  Potentialtheorie  auf- 
tretende, bereits  S.  253   erwähnte  Relation    /   /  j-do=Oj 

welche  ja  bekanntlich  bei  den  Anwendungen  der  Potential- 
theorie auf  Probleme  der  Hydrodynamik,  Wärme-  und  Elek- 
tricitätsleitung  die  einfache  Bedeutung  besitzt,  dass  in  den 
betrachteten  geschlossenen  Raum  eben  so  viel  Flüssigkeit, 
Wärme  oder  Elektricität  einströmt,  wie  ausströmt.     Bei  der 

Grenzbedingung  ^  =  0  ist  in  der  That  Fj  =  Const.  (=  C) 

eine  zu  dem  einfachen  ausgezeichneten  Werthe  Jc^  =  0  ge- 
hörige Lösung  unserer  Differentialgleichung;  die  Relationen 
(84)  gehen  also  über  in 

fjc^clo  =  0     oder       ff^do  =  0. 

Analog  verhält  es  sich  natürlich  mit  der  Bedingung  /  t. —  ds==0 

für  logarithmische  Potentiale;  dieselbe  folgt  hier  übrigens 
mathematisch  auch  daraus,  dass  V  der  reelle  Theil  einer  Func- 
tion complexen Argumentes  V+iWj  also  p— = ^r—  ist,  und 

dass  wegen   der  Eindeutigkeit  von  W  (bezw.   der  Stetigkeit 
-FT-  ds  =0  ist. 

Sind  nun  die  Gleichungen  (84)  erfüllt,  so  gelangen  wir 
zur  Lösung  des  vorliegenden  Problems  mit  Hülfe  einer 
Function  fr,  welche  wir  folgendermassen  definiren: 

Die  Function  ^02/0^0,0.,^,^,,....,^,.,  ^^^^    ^0.0^0..-,^       ^.^ 

wir  dbgeliürzt  mit  Vv  hezeichnen^  ist  eine  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung Aw  -|-  ¥u  =  0,  welche  in  den  v  +  1  Punkten 
(Polen)   oOq,  y^,  {Zq),  ...  Xv,  yv,  i^v)    unendlich   gross  wird   une 
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cos  Je  r  cos  Jcr^ 

Oo  — — ^ ,  •  •  •  «v  -— —  iem.  —  «0  ^0  (^0> ...  —  «.  Fo  Qcrr), 

'o  'v 

welche  sonst  im  betrachteten  Bereiche  endlich  und  stetig  ist  und 

längs  dessen  ganzer  Begrenzung  einen  verschivindenden  Differen- 

7)  r 
tialquotienten  -^  nach  der  Normale  besitzt.     Die  Coefficienten 

aQ,..,av  müssen  den  v  linearen  Gleichungen 

^Q'^^^i^O,  2/oJ  ^o)   +   (^l'^A^U  Vll  ^l)-\ 1-   avU^{Xr,  yr,  Zr)  =  0 

genügen,  deren   erste  ünterdeterminanten   nicht   sämmtUch  ver- 
schwinden dürfen. 

Durch  diese  Eigenschaften  ist  die  Function  Vv  bis  auf 
einen  Ausdruck  Sj^i  +  62^2  +  '  *  *  +  ^v^v  (mit  willkürlichen 
Coefficienten  b)  bestimmt,  welcher  aber  (wie  zu  erwarten 
ist  und  weiter  unten  noch  gezeigt  wird)  bei  der  Lösung  der 
zweiten  Randwerthaufgabe  nicht  in  Betracht  kommt  in  Folge 

der  Relationen    /   1  üf^^  do  =  0        oder     /  «*^  ^  (?s  =  0, 

welchen  die  gegebenen  Wertbe  0—  nach  Voraussetzung  genügen. 

So  war  auch  die  zweite  Green'sche  Function  f  der  Potential- 
theorie,  wie  wir  in  §  2,  b  dieses  Theiles  sahen,  durch  die  Angabe 

ihrer  zwei  Pole  und  das  Verschwinden  von  -7^  nur  bis  auf  eine 

on 

willkürliche  additive  Constante  hQ^iimmi,  welche  aber  bei  Bil- 
dung des  Integrals    1  j  f  -^  do    in   Folge    der    Bedingung 

fj  f^  ^^  =  ^  fortfiel.  — 

Zur  Begründung  der  Einführung  der  Function  r^«yo^°'--^»^»'^v 
sind  ganz  ähnliche  physikalische  Betrachtungen  anzuwenden, 
wie  sie  unter  I.  angestellt  wurden,  um  die  Existenz  der 
(i/+l)-fach  polaren  Function  Gv  plausibel  zu  machen;  nur 
ist  jetzt  statt  der  Membran,  auf  welche  in  den  Polen  Kräfte 
wirkten,  eine  von  einer  starren  Fläche  eingeschlossene  Luft- 
masse zu  betrachten,  welche  durch  in  den  Polen  von  fv  be- 
findliche Schallquellen  in  Schwingungen  versetzt  wird.     Die 


(85) 
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Intensitäten  der  Scliall quellen  sind  entsprechend  den  Rela- 
tionen für  die  a^,  wieder  so  bescliafFen  zu  wählen,  dass  die 
durch  ifj,  ...  iiv  gegebenen  Eigenschwingungen  nicht  ver- 
stärkt werden. 

Die  Lösung  der  zweiten  Eandwerthaufgahe  ergiebt  sich  jetzt, 
wenn  wieder  a^  =  1  gesetzt  wird,  mittelst  der  Function  fr 
in  der  Form: 

—  aru(x,,  2/v,  ^v)  +  ^JJ  r.  l~  (^0 

=  A«^iK;  2/oj  ^0)  +  AM^o^  yo>  ^0)  •  •  • 

-f  ArUr{x^,    2/0,    ^0)  +  TtzJ  j    ^'   Fil  ^^' 

und  analog  für  ebene  Bereiche.  Aus  dieser  Darstellung  ist 
ersichtlich,  dass  die  Function  u  durch  gegebene  Randwerthe 

von  ^-  nur  bis  auf  Glieder  bestimmt  wird,  welche  eine  all- 

gemeine    ausgezeichnete  Lösung  von  Au  -\-  h^u  ==  0   für  den 

gegebenen  Bereich  (bei  der  Grenzbedingung  0—  =  0)  bilden 

und  ihrerseits  erst  durch  die  Werthe  von  u  in  den  Polen 
^1?  2/1?  ^i,'"^vf  Vv,  Zv  der  (i/+l)-fach  polaren  Green'schen 
Function,  oder,  da  ja  die  Pole  x^,  y^,  ^j,  -  -  •  Xy,  yv,  ^r,  abge- 
sehen von  der  oben  unter  I.  erwähnten  Beschränkung,  ganz 
beliebig  gewählt  werden  können,  überhaupt  durch  die  Werthe 
von  u  in  V  beliebigen  Punkten  des  Bereiches  gegeben  sind. 
Physikalisch  hat  dies  bei  den  Luftschwingungen  die  Bedeu- 
tung, dass  sich  den  durch  periodische  Bewegung  der  ein- 
schliessenden  Fläche  erregten  Schwingungen  beliebige  freie 
Schwingungen  gleicher  Periode,  —  falls  es,  wie  jetzt  vor- 
ausgesetzt, solche  giebt  — ,  überlagern  können. 

Im  Falle  v==l,  d.h.  wenn  h^  ein  einfacher  ausgezeich- 
neter Werth  ist,  ergiebt  sich 

(85')  '    '   ^'  ^  ^     , 
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Diesem   Falle   ordnet   sich,    wie  wir  schon   andeuteten,    ins- 
besondere die  Function  f  der  Fotentialtheorie  (cf.  §  2,  b  dieses 

Theiles)  unter;  für  die  Grenzbedingung  ^  ==  0    ist   nämlich 

]c^  =  0  ein  einfacher  ausgezeichneter  Werth,  da  es  für  ihn  die 
ausgezeichnete  Lösung  u^=V=  Const.  gieht    Es  ist  dann  also 

^'i(^c>  2/o>  -^o)  =  ^i(^i?  2/i?  ^i)   ^^^   ^^^    kommt    auf  die   in 
§  2  angegebene  Darstellung  zurück: 

^(^0.  Vw  ^o)  =  yip^v  Vv  ^i)  +  ^  j  j  ^l^^o. 

III.    Dritte  Randwerthaufgabe. 

Dieselbe  hat  meines  Wissens  nur  bei  der  Erkaltung 
eines  leitenden  Körpers  in  einer  Umgebung  von  ungleich- 
förmig vertheilter  Temperatur  eine  ungezwungene  physikali- 
sche Bedeutung  (vergl.  §  1  dieses  Theiles);  bei  diesem 
Problem  lassen  sich  aber  die  Green'schen  Functionen  nicht 
so  anschaulich  deuten,  dass  man  ihre  Existenz  dadurch  auch 
nur  plausibel  machen  könnte.  Wir  wollen  daher  auf  die 
physikalische  Interpretation  der  hier  vorliegenden  Verhält- 
nisse nicht  näher  eingehen,  sondern  uns  ausschliesslich  auf 
die  Andeutung  des  zur  Lösung  der  Aufgabe  einzuschlagen- 
den Weges  beschränken.  Doch  sei  bemerkt,  dass  man  zur 
Begründung  der  Existenz  der  hier  einzuführenden  (v  +  l)-fach 
polaren  Green'schen  Function  @v  (und  zur  Erklärung  der 
von  den  gegebenen  Randwerthen  unabhängigen  Glieder  der 
definitiven  Lösung)  für  zweidimensionale  Gebiete  dieselben 
Betrachtungen  in  Bezug  auf  eine  Membran  mit  nachgiebigem 
Rande  (in  dem  früher  erläuterten  Sinne)  anführen  kann, 
welche  in  I.  für  eine  Membran  mit  festem  Rande  angestellt 
wurden,  und  dass  hiernach  die  Existenz  der  entsprechenden 
Function  (Bv  auch  für  beliebige  räumliche  Bereiche  in  ge- 
wissem Grade  wahrscheinlich  gemacht  wird.  —  Wir  sagen 
jetzt  der  Reihe  nach: 

1)  Die  gegebenen  Randwerthe  hü-j--,^  müssen  im  Falle, 
wo  k^   ein  v-facher   ausgezeichneter  Werth  ist,  also  v  von 
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du 
einander  unabhängige,  der  GrenzbedinguDg  hu^,  +  -7^  =  0 

genügende  Normalfunctionen  Wj, .  .  .  U/u,  . .  .  Wv  existiren,  die 
Relationen 

(86)     /    /  uiü -\-^)üi^ido  =  0  bezw.    /  [hü -{- -^)üads  =  0 

erfüllen,  damit  überhaupt  eine  zugehörige,  im  ganzen  Be- 
reiche endliche  und  stetige  Lösung  u  möglich,  ist. 

2)  Wir  definiren  eine  dritte  (i/-|- l)*f^ch  polare  Green- 
scheFunction  (S5,  =  Ö)^°^°'--"^^»'-  bezw.  @^°^---^v2/v  ^urch 

xy  z  xy 

folgende  Eigenschaften: 

Die  Function  ®v  erfüllt  die  'partielle  Differentialgleichung 
Aw  +  Ä;^«^  =  0,  ist  im  ganzen  Bereiche  endlich  und  stetig 
mit  Ausnahme  der  Punkte  Xq,  y^,  Zq,  . ,  .  Xr,  «/»■,  ^v  bezw. 
Xq,  y^j. . .  Xy,  y^,  wo  sie  unendlich  gross  wird  wie 

«0  ^—  ,•  .-a,  -— — ^   bezw.    —  a^  Y^ihr^) ,  . . .  —  a,  Y^ilcr^), 

und    genügt     an    der    Begrenzung     überall     der    Bedingung 

hQ^v  -\-  -ö-^  ==  0.    Die  Coefficienten  a^,  a^,  . . .  a^  werden  durch 

dieselben  v  linearen  Gleichungen  (80)  bestimmt,  wie  bei  den 
Functionen  Gv  und  fy,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  darin 
jetzt  Ui  .  .  .  Uy  die  Normalfunctionen  für   die  Grenzbedingung 

hü  4-  ö—  =  0  sind. 

Die  Function  (3v  ist  durch  vorstehende  Definition  natür- 
lich nur  bis  auf  ein  lineares  Aggregat  der  Normalfunctionen 
bestimmt,  was  aber  auf  das  Integral 

JJ&,[hü  +  ^£)do     oder    JJl.^[hü  +  y^)do 
(sowie  das  analoge  Randintegral  im  Falle  der  Ebene)  ohne 
Einfluss  ist,  sofern  die  Werthe  Äw  +  ^—     den    Bediusjungen 
(86)  genügen. 

3)  Letzteres  vorausgesetzt,  ergiebt  sich  folgende  Lösung 
der  dritten  Randwerthaufgabe: 


(87) 
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oder  =     Ä^u^ (x^,  yo,.%)  + h  Ä^Urix^,  y^,  z^) 

worin  man  das  Oberflächenintegral  auch  durch 

4.7t  J  J     h  \         *    on/    ön 

ersetzen  kann.  Für  ebene  Bereiche  sind  an  den  Formeln 
(87)  die  bekannten  Modificationen  anzubringen.  — 

Es  sei  noch  einmal  daran  erinnert,  dass  im  Falle  eines 
negativen  h  der  Grenzbedingung  auch  ein  negatives  h^  ein 
ausgezeichneter  Werth  sein,  und  somit  dann  auch  bei  der 
Integration  der  Differentialgleichung  Au  —  ¥^u  =  0  die  Ein- 
führung der  Functionen  (3v  mit  mehreren  Unendlichkeits- 
stellen noth wendig  werden  kann.  — 

Hinsichtlich  der  üebertragung  der  in  diesem  Abschnitte  b) 
angedeuteten  Methode  zur  Lösung  der  ßandwerthaufgaben  auf 
den  Fall  der  allgemeineren  Differentialgleichung  Aw  +  k^f-  u  =  Oy 
insbesondere  also  auf  die  Integration  für  Stücke  krummer 
Flächen,  gilt  dasselbe,  was  am  Schlüsse  des  Abschnittes  a) 
bemerkt  wurde. 

Schliesslich  ist  noch. zu  erwähnen,  dass  bisher  noch  für 
keinen  ganz  im  Endlichen  liegenden  Bereich  eine  der  Green- 
schen  Functionen  G,  V,  Q^  wirklich  aufgestellt  worden  ist. 

c.     Unbestimmtheit  der  Randwerthaufgaben  für  Gebiete,  die  sich 
in^s  Unendliche  erstrecken. 

Die  üebertragung  der  vorhergehenden  Behandlung  der 
Randwerthaufgaben  auf  Gebiete,  die  sich  in's  Unendliche 
erstrecken,  unterliegt  erheblichen  Bedenken,  da  die  zur  Be- 
gründung unserer  Entwickelungen  stets  benutzten  physikali- 
schen Erwägungen  hier  versagen^  denn  beispielsweise  hat 
man  es  bei  den  Luftschwingungen  in  unendlich  ausgedehnten 
Räumen  in  Wirklichkeit  nie  mit  stehenden  Wellen  zu  thun.  — 

Po  ekel  8,  Differentialgleichung.  20 
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Es  ist  für  diese  Gebiete  jedenfalls  noch  eine  besondere 
Untersuchung  nothwendig,  und  im  Folgenden  will  ich  nur 
das  erörtern,  was  mir  über  die  hier  vorliegenden  Verhält- 
nisse ohne  Weiteres  angebbar  zu  sein  scheint.  — 

Zunächst  ist  zu  sagen,  dass,  selbst  wenn  man  die  Exi- 
stenz dei:  Green'schen  Functionen  für  unendlich  ausgedehnte 
Gebiete  als  sicher  annehmen  könnte  ( —  etwa  auf  Grund 
der  Analogie  mit  dem  Halbraum  — ),  die  Lösung  der  Rand- 
werthaufgaben  mittelst  der  Green'schen  Functionen,  falls 
Ä^  >  0  ist,  völlig  unbestimmt  würde;  denn  für  solche  Ge- 
biete ist  (nach  bekannten  Beispielen  zu  schliessen)  jedes 
positive  k'^  ein  unendlich  vielfacher  ausgezeichneter  Werth.  Man 
kann   sich   auch  leicht  überzeugen,  dass  der  Green'sche  Satz 


//( 


_,  du  _,/  d 

cn  0 


n) 


kein  bestimmtes   Resultat   liefert,    wenn  man   ihn  für    zwei 

^        cos  Är^        ^^        cos  Ä;r^ 
Particularlösungen  u  = ,  u    = ,  unter  r«,  n^die 

Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  verstanden,  auf  einen 
zum  Theil  unbegrenzten  Raum  anwendet*).  Schliesst  man 
nämlich,  entsprechend  dem  in  der  Potentialtheorie  ange- 
wandten Verfahren,  den  Raum  im  Unendlichen  durch  eine 
Kugelfläche  mit  unendlich  grossem  Radius,  so  ist  auf  der 
letzteren 

du       du' du!'  du 

dr^  '     dn  dr  ^r^ 


cosÄr_   Tcff^  sin  kr,  -\-  cos  kr. 


du 

du 

dn  = 

~   dr   ' 

zu  setzen,  also 

_,  du" 

_„  du 

U    -K 

U      -TS — 

dn 

dn 

*)  Die  folgende  Betrachtung  ist  ähnlich  einer  von  H.  v.  Helmholtz 
in  der  oft  erwähnten  Arbeit  gegebenen;  ich  habe  die  letztere  hier  aber 
insofern  modificirt,  dass  die  Lösungen  von  Au  -j-  k^u  =  0,  nicht  die 
noch  von  der  Zeit  abhängigen  Geschwindigkeitspotentiale  selbst  be- 
trachtet werden. 


//(• 
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Hier  ist  nun  r«  —  r^  gegen  r^  und  r^  unendlich  klein,  nämlich 
gleich  der  endlichen  Grösse  Tab  cos  a^  wenn  man  mit  Tab 
den  Abstand  der  Punkte  a  und  h  von  einander  und  mit  co 
den  Winkel  zwischen  ihrer  Verbindungslinie  rab  und  dem 
Radiusvector  r  der  unendlich  grossen  Kugel  bezeichnet.  Be- 
rücksichtigt man  dies,  so  ergiebt  sich  für  den  über  die 
letztere  zu  erstreckenden  Theil  des  Integrales 

■_/  du"       _„  du\  j 
_   _  cn  onl 

der  Ausdruck 

Ä;  •  /    /sin  {liYab  cos  co)  sin  (odcodcp. 

Man  sieht  nun,  dass  derselbe  im  Allgemeinen  nur  dann 
=  0  ist,  wenn  die  Integration  über  die  volle  Kugelfiäche, 
d.  h.  in  Bezug  auf  ©  von  0  bis  Jt  und  in  Bezug  auf  (p  von 
0  bis  2;t  ausgedehnt  wird*),  also  wenn  die  game  unendlich 
grosse  Kugelfläche  als  Begrenzung  des  betrachteten  Raumes 
einzuführen  ist.  Demnach  giebt  nur  bei  Räumen,  deren  Be- 
grenzungsflächen ganz  im  Endlichen  liegen,  das  über  die  ab- 
schliessende   unendlich    grosse    Kugel    genommene    Integral 

keinen  Beitrag  zu    1   1  (^'-3- ^"  y~)  ^^>  ^^^  ^^^  ^^^  f^^ 

solche  Bäume  der  Green'sche  Satz  auf  zwei  Particularlösungen 

der  betrachteten  Art  anwendbar.  — 

(cos  kr  cos  Jcr^\ 
und 1 
^a  n    J 

gezeigt  haben,  gilt  zunächst  ebenso,  wenn  in  einer  oder  in 
beiden  der  Cosinus  durch  den  Sinus  ersetzt  wird,  sodann 
aber  auch  für  irgend  zwei  Functionen  u^  die  sich  aus 
solchen  Particularlösungen  durch  Summation  oder  Integration 
zusammensetzen  lassen;  es  muss  dabei  jedoch  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Punkte,  auf  welche  sich  die  einzelnen 
Particularlösungen  beziehen,  d.h.  in  welchen  sich  letztere  wie 

*)  In  anderen  Fällen  kann  das  obige  Integral  für  besondere  Lagen 
der  Punkte  a  und  6  verschwinden;  beispielsweise  tritt  dies  ein,  wenn 
die  sich  in's  Unendliche  erstreckenden  Begrenzungsflächen  in  Bezug 
auf  eine  Ebene  symmetrisch  sind,  und  die  Verbindungslinie  r^^  zu 
dieser  Ebene  senkrecht  steht. 

20* 


308  Ueber  die  Gleichung:  Au  -\r  k^u  =  0. 

■ oder  verhalten,    alle   im  Endlichen  liegen,  da 

man  andernfalls  über  das  Verhalten  der  Function  u  im  Un- 
endlichen gar  nichts  Allgemeines  angeben  kann.  —  Ins- 
besondere ist  also  die  Anwendung  der  früher  zur  Lösung  der 
Randwerthaufgaben  aufgestellten  Formeln,  wenn  sie  über- 
haupt noch  statthaft  ist,  auf  solche  sich  in's  Unendliche 
erstreckende  Räume  beschränkt,  deren  Begrenzungsflächen 
im  Endlichen  geschlossen  sind,  wobei  dann  aber  auch  die 
oben  erwähnte  Unbestimmtheit  der  Lösung  eintritt.  Ferner 
gilt  z.  B.  der  für  die  Theorie  der  Luftschwingungen  wichtige 
BeciprocitätssaU  der  Function  V  nur  für  Räume  der  eben 
bezeichneten  Art.  —  Soll  d«r  Green'sche  Satz  für  heliebige 
unendlich    ausgedehnte  Räume    auf   zwei  Functionen  u' ,  n" 

n  •  ..  /  dv,"  ,        //  du'      .         TT  1 

anwendbar  sem,   so  müssen  u  -tt-    und  u    -^-    im    ünend- 

'  Cr  er 

liehen  von  höherer  als  der  2*®^  Ordnung  unendlich  klein 
werden. 

Ganz  entsprechend  liegen  die  Verhältnisse  bei  ebenen  Be- 
reichen ;  die  obige  Entwickelung  ist  auf  dieselben  übertragbar, 

weil  sich  Y^{kr)  im  Unendlichen  verhält  wie "-—z 

ylir 
(vergl.  III,  §  2). 

Für    den  Halhraum  kann    man  Functionen    G^^«^"^"    und 

xyz 

^^xyz'° y  welche  den  im  Abschnitte  a)  dieses  Paragraphen 
gegebenen  Definitionen  entsprechen,  ohne  Weiteres  angeben, 
nämlich 

QXoVoZo  _^  cos  Tcr^  ^s_^ro'      ^xoVoz^  ^^  cos  hr^    ,     cos  kr^' 

wenn  r^,  r^  die  Abstände  des  Punktes  x,  y,  0  vom  Punkte 
^0)  2/o?  ^0  ^^^  ^^^  dessen  Spiegelpunkte  in  Bezug  auf  die 
begrenzende  Ebene  bezeichnen*).    Obwohl  nun  der  Green'sche 


*)  In  der  Potentialtheorie  lassen  sich  bekanntlich  in  analoger 
Weise  durch  Einführung  „sphärischer  Bildpunkte"  die  Green'schen 
Functionen  G  und  f  für  die  Kugel  herstellen;  diese  Uebertragung  ist 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichuog  Au  -{-  k^u=  0  nicht  möglich, 
da  nach  den  Entwickelungen  in  III,  §  2  die  Inversion  auf  die  Func- 
tionen u  nicht   anwendbar  ist. 
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Satz  auf  den  Halbraum  nach   dem  oben  Gesagten  nicht  an- 
wendbar ist,  so  stellen  die  Formeln 


1     C  r -     ^    /cos  hrA   7 

,                               1     l   l  du     cos  hrf.   , 
bezw.  wii=  ~  ^    I    I   ö := — -  do, 


welche  nach  Analogie  von  (76)  und  (77)  gebildet  sind,  und 
in  denen  r^  =  f^  die  Entfernung  eines  Elementes  do  der 
Grenzebene  vom  Argumentpunkte  x^^  y^,  0^  bedeutet,  den- 
noch Functionen  (eigentlich  nur  Functionszweige)  dar,  welche 
selbst,  bezw.  deren  Differentialquotienten  nach  der  Normale 

an  der  Grenzebene  die  vorgeschriebenen  Werthe  ü  bezw.  ~ 

°  dn 

besitzen.  Dies  ergiebt  sich  aus  den  in  III,  §  5  abgeleiteten 
Relationen  für  eine  einfache  bezw.  Doppelbelegung  einer 
Fläche  mit  Erregungspunkten.  Der  oben  mit  uu  bezeichnete 
Ausdruck  ist  nämlich  das  „Geschwindigkeitspotential"  einer 

die  Grenzebene  mit  der  „Dichte"  - —  tt-  bedeckenden  Schicht 

"  2n  dn 

von    einfachen    Erregungspunhten ,  es    ist    also    gemäss    der 

Relation  (74') 

(du\         {du\  .  r.  du 

\0  nJ a        \cnJi  on 

Nun  ist  hier,  weil  die  belegte  Fläche  eine  Ebene  ist,  in  Folge 

der  Symmetrie  (g)^ (g)_.,  folglich  (|^)^,   das  ist  der 

Werth   von  ^—  unendlich   nahe   an   der  Grenzebene  auf  der 

dn 

dem  betrachteten  Halbraume  angehörenden  Seite  derselben, 
in  der  That  gleich  dem  gegebenen  Werthe  ö-^-  Ganz  ähn- 
lich ergiebt  sich  aus  der  ünstetigkeit  eines  Geschwindig- 
keitspotentials w  an  einer  mit  „Doppelquellen"  belegten 
Fläche,  wie  es  für  Ui  die  den  Halbraum  begrenzende  Ebene 
ist,  dass  Wi  bei  Annäherung  an  die  letztere  in  die  gegebenen 
Werthe  ü  übergeht.  — 

Die   so    gewonnenen   Ausdrücke  ui    und   Uu    sind    aber 
nicht  die   einzigen   Lösungen  der  ersten  und  zweiten  Rand- 
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werthaufgabe  für  den  Halbraum;   vielmehr  kann  man  noch 
unendlich  viele,  an  der  Grenzebene  den  Bedingungen  ü  =  0 

oder  ^  =  0  genügende  Lösungen,   die   ebenfalls  im  ganzen 

Halbraume  endlich  und   stetig  sind,   zu  ihnen  hinzuaddiren. 

o  — 

Uebriffens  müssten  wohl  die  Werthe  von  ü  und  ^—  im  ünend- 

liehen,  wenn  man  die  Formeln  für  tii  und  Uu  gebrauchen 
will,  noch  besonderen  Beschränkungen  unterworfen  werden, 
damit  die  Integrale  ui  und  Uu  endliche  Werthe  besitzen.  — 
Die  zweite  Randwerthaufgabe  für  den  Halbraum  liegt  bei 
dem  akustischen  Problem  der  Aussendimg  von  Luftschwin- 
gimgen  von  einer  transversal  schwingenden  unbegrenzten  Ebene 
vor;  allerdings  hat  man  dabei  insofern  nicht  die  reine  Rand- 
werthaufgabe, als  es  sich  um  gleichmässig  fortschreitende 
Wellen  handelt,  und  man  somit  zwei  verschiedene  Lösungen 

von  Au-^  Jc^u  =  0.  für  welche  3—  an  der  Grenzebene  die 
gegebenen  Werthe  hat,  so  bestimmen  muss,  dass  sie  mit 
cos  27t  -ji  bezw.  sin  2ä  -^  multiplicirt  und  addirt  eine  gleich- 
mässig fortschreitende  Wellenbewegung  darstellen.  —  In 
ähnlicher  Weise  kann  als  Beispiel  für  die  zweite  Randwerth- 
aufgabe für  andere  sich  in's  Unendliche  erstreckende  Ge- 
biete die  Aussendung  von  Schallschwingungen  von  beliebigen 
transversal  schwingenden  Flächen  herangezogen  werden.  Die 
erwähnte  grosse  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  in  diesen 
Fällen  findet  ihre  physikalische  Erklärung  dann  darin,  dass 
ausser  den  von  der  Fläche  ausgesandten  Wellen  beliebige 
aus  dem  Unendlichen  kommende  Wellen,  die  an  der  Fläche 
reflectirt  worden  sind,  vorhanden  sein  können. 

d.    JErsetzbarheit  beliebig  vertheilter  Erregungspunkte  durch 
eine  Oberflächen-  bezw.  Bandbelegung. 

In  unserem  Excurs  über  Potentialtheorie  in  §  2  haben 
wir  gesehen,  dass  man  mit  Hülfe  der  Green'schen  Function  G 
ein  Potential  von  beliebigen  innerhalb  einer  geschlossenen 
Fläche  befindlichen   Massen  für  äussere  Punkte   durch  das- 
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jenige  einer  geeigneten  einfachen  Massenbelegung  jener  Fläche 
ersetzen  kann,  und  ebenso  das  Potential  äusserer  Massen  auf 
Punkte  innerhalb  der  geschlossenen  Fläche. 

In  analoger  Weise  kann  man  das  Geschwindigkeitspotential 
u  beliebiger  Erregungspunkte ,  die  innerhalb  einer  geschlossenen 
Fläche  liegen,  für  den  Äussenraum  durch  das  von  einer  Be- 
legung jener  Fläche  mit  einfachen  Erregungspunkten  ausgehende 
Geschwindigkeitspotential  ersetzen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  wende  man  die  Formel 

dG 


Wyo,^o)---tJj 


u  ^—  do 

on 


auf  den  Raum  innerhalb  der  geschlossenen  Fläche  an,  indem 

COS  Je  T 

man  für  u  die  Particularlösung  setzt,  wo  r  die  Ent- 
fernung des  Argumentpunktes  von  u  von  einem  festen,  ausser- 
halb der  Fläche  liegenden  Punkte  x  ,  y\  s  bezeichnet.  Man 
kann  dann  w(^o?  Vay  ^o)  auffassen  als  das  Geschwindigkeits- 
potential eines  in  Xq,  y^,  z^  befindlichen  Erregungspunktes 
für  den  Punkt  x  ,  y\  ^',  der  jetzt  (nach  Ausführung  der  Inte- 
gration) als  der  variabele  angesehen  wird;  dasselbe  ist  dar- 
gestellt durch  das  Oberflächenintegral 


1      /'  /*  cos 


dn 


do, 


welches  als  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Oberflächen- 
belegung von  einfachen  Erregungspunkten  mit  der  von   der 


d  G-~- 

X  y  z 


Lage  des  Punktes  ic',  2/';^'  unabhängigen  Dichte  ——       ^ 

gedeutet  werden  kann.  —  Nachdem  so  die  Ersetzbarkeit 
eines  einzelnen  Erregungspunktes  durch  eine  einfache  Be- 
legung einer  ihn  umschliessenden  Oberfläche  erwiesen  ist, 
folgt  sie  ohne  Weiteres  auch  für  die  Geschwindigkeits- 
potentiale (im  äusseren  unendlichen  Raum)  beliebiger  räum- 
lich vertheilter  Schallquellen,  die  innerhalb  einer  geschlossenen 
Fläche  liegen. 

Hätte    man    im    Vorhergehenden    statt    G    die    zweite 
Green^sche  Function  benutzt,  also  den  Green'schen  Satz  auf 
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die  Particularlösimg und  die  Function  r^°^°*°  angewendet, 

so  wäre  man  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  ein  einfacher 
Erregungspunkt  hinsichtlich  seiner  Wirkung  auf  Punkte  des 
Aussenraumes  auch  durch  eine  Belegung  einer  ihn  ein- 
schliessenden  Fläche  mit  Doppelquellen,  wie  wir  sie  im 
IIL  Theile  (§  1  und  5)  betrachtet  haben,  ersetzt  werden 
kann;  ein  Resultat,  welches  sich  wieder  auf  die  Geschwindig- 
keitspotentiale beliebiger  räumlicher  YertheiluDgen  von  Er- 
regungspunkten, die  ganz  innerhalb  der  betrachteten  Fläche 
liegen,  überträgt.  —  Diese  Sätze  gelten  mit  den  bekannten 
Abänderungen  (z.  B.  Ersetzung  von  ^^^  durch  Y^Ocr)) 
auch  für  die  Ebene. 

Aus  dem  Vorstehenden  insgesammt  folgt  also,  dass  man 
räumlich  vertheilte  oder  in  FunMen  concentrirte  Schallquellen, 
die  man  mit  einer  beliebigen  geschlossenen  Fläche  oder  Curve 
umschliesst,  bei  Betrachtung  der  Lösung  u  in  dem  die  Erregtmgs- 
punhte  nicht  enthaltenden,  äusseren  Theile  des  Raumes  oder  der 
Ebene  jederzeit  ersetzen  kann  durch  eine  Belegung  jener  Fläche 
oder  Curve  mit  einfachen  Quellen  allein  oder  durch  eine  solche 
mit  Doppelquellen  allein,  sofern  man  die  Green^ sehen  Func- 
tionen G  und  V  für  den  die  ursprünglichen  Erregungspunhte 
enthaltenden  Bereich  kennt.  (Früher,  in  §  5  des  III.  Theiles, 
(S.  236),  konnten  wir  nur  behaupten,  dass  eine  Ersetzung 
durch  eine  einfache  und  eine  Doppelbelegung  zugleich  mög- 
lich sei.) 

Der  vorstehende  Satz  gilt  auch  noch  für  Lösungen  von 
Au  -j^  ¥u  =  0  mit  höheren  Unstetigkeiten,  da  letztere  suc- 
cessive  durch  Superposition  niederer  erzeugt  werden  können 
(vergl.  III,  §  1).  Sein  zweiter  Theil,  d.  h.  die  Ersetzbarkeit 
beliebiger  Un Stetigkeitspunkte  durch  die  Doppelbelegung  einer 
sie  umschliessenden  Fläche,  hat  in  der  Akustik  die  wichtige 
physikalische  Bedeutung,  dass  beliebige  Schallquellen  hinsicht- 
lich ihrer  Wirkung  nach  Aussen  stets  durch  geeignete  trans- 
versale Schwingungen  einer  sie  umschliessenden  Fläclie  ersetzt 
iverden  können.  —  Eine  Bemerkung  über  die  als  Specialfall 
im   Vorstehenden    enthaltene   Aequivalenz  einer   schwingmtden 
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Kugelfläche  mit  in  ihrem  Mittelpunkte  befindlichen  vielfachen 
Schallquellen  findet  sich  in  Bayleigh's  Theorie  des  Schalles  II, 
p.  284. 

Die  oben  angegebene  Ersetzung  in  eine  geschlossene 
Fläche  eingeschlossener  Erregungspunkte  durch  eine  einfache 
oder  Doppelbelegung  jener  Fläche  für  den  Raum  ausserhalb 
der  letzteren  bedarf  einer  Ergänzung  in  dem  Falle,  wo  h^ 
ein  (i/-facher)  ausgezeichneter  Werth  für  den  umschlossenen 
Raum  ist.  Denn  in  diesem  Falle  existirt  die  Function 
01°^°/"  bezw.  rl'J'/'  nicht,  und  man  muss  statt  derselben 
die  (i'+l)-fach  polare  Function  Gv  bezw.  fr  benutzen.  Da- 
her treten  zu  dem  Oberflächenintegral 

1      r  C  f^o^  T^r   dG  j     .  ,      1      /*  r  d   [cöslcr\  =  , 

durch  welches  oben dargestellt  wurde,  noch  v  €rlieder 

von  der  Form 

cos  hr^ 
tti 

hinzu,  worin  r^  den  Abstand  des  Punktes  x\  y',  /  des  Aussen- 
raumes  vom  „Pole"  ä;»,  ^j-,  0i  der  Green'schen  Function  Gv 
oder  Vv  bezeichnet;  die  Constanten  ai  bestimmen  sich  durch 
die  Lage  der  Pole  in  der  im  Abschnitte  b)  erörterten  Weise. 
Eiu  Erregungspunkt  Xq,  y^,  0q  ist  also  in  diesem  Falle  nicht 
durch  eine  Oberflächenhelegung  allein,  sondern  durch  eine  solche 
und  V  feste j  innerhalb  der  Fläche  befindliche  Erregungspunkte, 
deren  Lage  bis  za  einem  gewissen  Grade  willkürlich  ge- 
wählt werden  kann,  ersetzbar,  und  dasselbe  gilt  für  beliebige 
räumliche  Vertheilungen  von  Erregungspunkten  innerhalb  der 
geschlossenen  Fläche. 

Damit  es  möglich  wäre,  einen  Erregungspunkt  bezüg- 
lich seiner  Wirkung  im  Innern  einer  geschlossenen  Fläche 
oder  Curve,  die  ihn  nicht  umschliesst,  durch  eine  einfache 
oder  Doppelbelegung  jener  Fläche  oder  Curve  zu  ersetzen, 
müsste  man  die  Green'sche  Function  G  oder  V  des  äusseren, 
sich  in's  Unendliche  erstreckenden  Gebietes  kennen;  die  An- 
wendung   des    Green'schen   Satzes    auf   letzteres    Gebiet,    die 
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nach  dem  auf  S.  307  Gesagten  für  die  hier  in  Betracht 
kommenden  Functionen  u  zulässig  wäre,  würde  dann  die 
verlangte  Darstellung  liefern.  Ob  aber  für  unendlich  aus- 
gedehnte Gebiete  die  Green'schen  Functionen  überhaupt  exi- 
stiren,  muss,  wie  wir  schon  zu  Anfang  von  c.  bemerkten, 
vorläufig  dahingestellt  bleiben. 

Ist  es  nun  aus  diesem  Grunde  schon  unsicher,  ob  sich  das 
Geschwindigkeitspotential  eines  einzelnen,  ausserhalb  einer 
geschlossenen  Fläche  0  liegenden  Erregungspunktes  für  das 
Innere  der  letzteren  durch  dasjenige  einer  Oberflächenbe- 
legung: 


// 


cos  kr    , 

6  r: dO 


ersetzen  lässt,  so  kann  man  diese  Ersetzbarkeit  noch  viel 
weniger  von  einer  beliebigen^  innerhalb  0  endlichen  und 
stetigen  Lösung  u  behaupten.  Denn  auf  eine  solche  beliebige 
Lösung  u  kann  man  nicht  einmal  den  Green'schen  Satz  für 
den  Raum  ausserhalb  0  anwenden,  da  man  gar  nicht  weiss, 
wie  sie  sich  im  Unendlichen  verhält;  in  der  That  giebt  es 
ja  unendlich  viele  Lösungen,  welche  auch  im  Unendlichen 
nicht  unendlich  klein  werden,  sondern  dort  alle  möglichen 
Werthe  annehmen;  man  denke  nur  beispielsweise  an  die 
Functionen,  welche  man  durch  analytische  Fortsetzung  der 
Normalfunctionen  des  Rechtecks  bezw.  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedons  erhält.  Dagegen  würde  jene  Ersetzbarkeit  durch 
ein  Oberflächenintegral  zutreffen  für  Functionen   ti  von  der 

Form   f  I  I  9 dv,  falls  q  nur  in  einem  endlichen  Theile 

des  Raumes  ausserhalb  0  von  Null  verschieden  ist.  — 

Man  muss  eben,  da  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  höherer 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  t^u  -\-¥u  =  0  ist, 
darauf  verzichten,  allgemeine  Sätze  in  Bezug  auf  die  Func- 
tionen u  in  unendlich  ausgedehnten  Gebieten  aufzustellen;  es 
bedürfte  in  jedem  Falle  einer  besonderen  Untersuchung  über 
die  Voraussetzungen,  welche  in  Betreff  der  Functionen  «  ge- 
macht werden  müssten. 

Nach  dem  soeben  Gesagten  sind  die  Sätze  Mathieu's,  wo- 
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nach  jede  beliebige,  innerhalb  eiüer  geschlossenen  Fläche  0 
bezw.  Curve  S  endliche  und  stetige  Lösung  von  Au-\-Jc^u=0 

in  der  Form    /    /  a — - — do  hezw,   j  öY^ihr^ds  darstellbar 

wäre*),  in  dieser  allgemeinen  Fassung  sicher  nicht  richtig. 
Da  diese  Sätze  in  Mathieu's  kürzlich  erschienenes  Lehr- 
buch der  Potentialtheorie**)  übergegangen  sind,  so  ist  es 
vielleicht  nicht  überflüssig,  auf  die  Fehler  in  der  Begründung, 
welche  Mathieu  für  die  fraglichen  Sätze  giebt,  aufmerksam 
zu  machen. 

Zunächst  schliesst  Mathieu  aus  einer  dem  Dirichlet'schen 
Princip  analogen  Betrachtung,  ähnlich  wie  H.  Weber,  dass 
die  erste  Randwerthaufgabe  für  endliche  Bereiche  und  für 
Functionen,  die  der  Differentialgleichung  Aw  —  'k'^u  ==  0 
(mit  reellem  h')  genügen,  stets  eine  und  nur  eine  Lösung 
besitze,  —  ein  Satz,  den  wir  zwar  nicht  auf  diesem  Wege, 
aber  durch  physikalische  Betrachtungen  als  richtig  erkannt 
haben.  Um  nun  eine  beliebige,  ausserhalb  einer  geschlossenen 
Fläche  0  endliche  und  stetige  Lösung  von  Aw  —  h'^u  =  0 
durch  ein  über  die  Fläche  0  erstrecktes  Integral 

cos  h'ir 


Iß 


do 


darzustellen,  soll  man  nach  Mathieu  zunächst  eine  endliche 
und  stetige  Lösung  %  für  das  Innere  der  Fläche  0  herstellen, 
welche  auf  0  mit  der  ausserhalb  gegebenen  Function  u 
übereinstimmt;  dies  ist  auf  Grund  des  vorhergehenden  Satzes 
immer  möglich.  Die  Anwendung  des  Green'schen  Satzes  auf 
den  von  0  umschlossenen  Raum  ergiebt  dann 

(0) 

falls  der  Punkt,  von  dem  aus  r  gerechnet  wird,  ausserhalb  0 


*)  E.  Mathieu,  Liouville's  Journ.  (2)  XVII,  1872;  p.  265.  Statt  Y^ 
benutzt  Mathieu  eine  davon  nicht  wesentlich  verschiedene  Function,  die 
er  mit  N  bezeichnet. 

**)  E.  Mathieu,  Theorie  des  Potentials.     Deutsch  von  H.  Maser. 
Berlin  1890.   Cap.  X. 
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liegt.  Andererseits  soll  dann  die  Anwendung  des  Green' sehen 
Satzes  auf  den  Raum  ausserhalb  0,  den  man  sich  durch 
eine  unendlich  grosse  Kugel  abgeschlossen  zu  denken  hätte, 
die  Gleichung 


1      i    i  f  -   d   /cos  lcir\         du  cos  Tcir\   , 

(0) 

liefern,   aus  welcher  man  durch  Subtraction  der  obigen  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  ü  =  ü^  ist,  erhält: 

1      r  li^^         oüA   cos  k'ir    ^ 

u  =  Y~    I    /  (ä ^)  — = —  do: 

4:7t  J  J    Von  cn  /         r  ' 

0 

dies  ist  aber  die  verlangte  Darstellung  durch  ein  Oberflächen- 
integral. — 

Diese  Herleitung  Mathieu's  ist  unhaltbar,  weil  man, 
wie  schon  hervorgehoben  wurde,  den  Green'schen  Satz  auf 
sich  in's  Unendliche  erstreckende  Räume  nicht  für  heliebige 
Lösungen  u  anwenden  darf,  sondern  nur  für  solche,  von 
denen  man  weiss,  dass  sie  im  Unendlichen  nebst  ihren  ersten 
Ableitungen  mindestens  von  der  ersten  Ordnung  unendlich 
Mein  werden.  Ueber  die  Function  u  macht  nun  Mathieu 
allerdings  eine  solche  Voraussetzung,  womit  indessen  auch 
die  Möglichkeit  ausgeschlossen  ist,  die  von  ihm  für  eine 
heliebige  Lösung  aufgestellte  Behauptung  zu  beweisen.     Aber 

COS  Je  17* 

die   von    ihm   benutzte  Particularlösung  genügt   der 

erwähnten    Bedingung    keineswegs,    sie    wird    vielmehr    für 
r  ==  oo    unendlich   gross   wie  ;  Mathieu  hätte  statt  der- 


e-'' 


selben  ■    nehmen  müssen,  dann  wäre  sein  Satz   für  der 

r  ' 

obigen  Voraussetzung  unterworfene  Functionen  u  richtig.  — 
Dej*  analoge  Beweis  Mathieu's  für  die  Behauptung,  dass  die 
allgemeinste  innerhalb  0  den  Stetigkeitsbedingungen  ge- 
nügende Lösung  von  Au  —  Jc'^u  =  0  sich  durch  ein  Integral 


ff 

(0) 


COS  Je  i/T* 

6  — n —  do  darstellen  lasse,  ist  aus  ähnlichen  Gründen 
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COS  Je  if^* 

zu  beanstanden:  erstens  müsste  statt die    Function 

r 

gesetzt   werden,    zweitens    weiss   man  nicht,    wie    sich 

die  für  den  Aussenraum  aus  den  Werthen  ü^  =  ü  auf  0 
construirte  Hülfsfunction  u^  im  Unendlichen  verhält. 

Im  §  12  des  Capitels  über  das  „calorische  Potential" 
sucht  MatJiieu  des  Ferneren  zu  beweisen,  dass  es,  ausser  für 
eine  Reihe  ausgezeichneter  Werthe  von  7c^,  für  den  Raum 
innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  0  immer  eine  und 
nur  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  Au  +  h^u  ==  0 
mit  reellem  k  giebt,  die  den  Stetigkeitsbedingungen  genügt 
und  auf  0  gegebene  Werthe  ü  annimmt.  Wenngleich  dieser 
Satz  mit  den  von  uns  aus  physikalischen  Erwägungen  ge- 
zogenen Schlüssen  im  Einklänge  steht  (cf.  S.  241,  244),  so 
ist  der  Mathieu'sche  Beweis  doch  unhaltbar,  weil  er  auf  der 
im  Vorstehenden  erwähnten  unerlaubten  Integraldarstellung 
und  auf  unbewiesenen  Reihenentwickelungen  willkürlicher 
Functionen  beruht. 

Weiter  behauptet  nun.  Mathieu  noch,  dass  die  allgemeinste 
Lösung    der    Differentialgleichung    Am,  -\-  Wu  =  0    in    der 

Form    /   /  ^  — =-^  do  dargestellt  werden   könne  5    hiergegen 

ist  einzuwenden,  dass  man,  selbst  wenn  die  zu  Grunde 
gelegte  Darstellung  für  die  Lösungen  von  Au  —  Ic'^u  =  0 
richtig  wäre,  darin  doch  nicht  ohne  Weiteres  V  durch  hi 
ersetzen  dürfte.  Wir  haben  oben  gesehen,  dass  vorstehende 
Behauptung  für  unendlich  ausgedehnte  Räume  sicher  unrichtig 
ist,  und  für  geschlossene  Gebiete  wird  sie  es  wahrscheinlich 
auch  sein,  wenigstens  fehlt  für  sie  auch  in  diesem  Falle 
noch  jede  Begründung. 

Der  entsprechende  Satz  für  die  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung Au-\-¥u  =  0  in  der  Ebene,  welchen  Mathieu 
ohne  Beweis  aufstellt,  ist  natürlich  ebensowenig  haltbar; 
denn  der  unendlich  ferne  Punkt  ist  ja  in  der  Ebene  eben- 
sowohl, wie  im  Räume,  ein  höherer  singulärer  Punkt  der 
Differentialgleichung. 
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Was  die  Behauptung  Mathieu's  betrifft,   dass  man  die 

/      /         cos  ICT  I 

Darstellungen    /   /  <>  — = —  do  und    /  öNds^  wo  N  eine  mit 

YQ(kr)    im    Wesentlichen     übereinstimmende    Function    ist, 
in  dem  Falle,   dass   die  Begrenzungsfläche  bezw.  -Curve  des 

Bereiches   aus  einem  Stücke  besteht,   durch    11^  — - —  do 

und  I  öMds  (worin  M  ^  J^ihr)  ist)  ersetzen  könne,  so  ist 
mir  kein  Beweis  derselben  bekannt  geworden. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  sich  Mathieu  zur 
Begründung  seiner  Behauptung,  dass  man  die  allgemeinste 
innerhalb    einer    geschlossenen  Fläche   endliche    und   stetige 

Lösung  von   Au  +  h^u  =  0   in  der  Form     /  /  <^  — = —  do 

darstellen  könne,  in  seiner  ersten  Abhandlung  über  diesen 
Gegenstand  (Liouv.  Journ.  (2)  XVII,  1872;  p.265)  einer  Schluss- 
weise bediente,  welche  derjenigen  nachgebildet  ist,  die  Gauss 
zum  Beweise  des  Satzes  angewendet  hat,  dass  man  ein 
Potential  mit  auf  einer  Fläche  0  beliebig  vorgeschriebenen 
Werthen  jederzeit  durch  das  Newtons'che  Potential  einer 
Massenbelegung  jener  Fläche  darstellen  kann.  Diese  dem 
Dirichlet'schen  Princip  verwandte  Schlussweise  ist  indessen 
auf  Lösungen  von  Au  '\-  h^u  =  0  noch  viel  weniger  an- 
wendbar, als  auf  Potentiale.  — 

§  5.    Strenges  Verfahren  von  Schwarz  zur  Lösung  der 

ersten  Randwerthaufgabe  für  hinreichend  kleine  Bereiche; 

Anwendung  der  Combinationsmethode  bei  negativem  k^. 

Das  Approximations verfahren  von  H,  A.  Schwarz j  wel- 
ches, wie  wir  in  II,  §  10  erörterten,  zur  Bestimmung  des 
kleinsten  ausgezeichneten  Werthes  von  k^  und  der  zuge- 
hörigen Lösung  von  Au  -{-  k^f'  w  =  0  (worin  f  eine  durch- 
aus positive  Function  der  Coordinaten  ist,  und  k^f  der  Grösse 
p  bei  Schwarz  entspricht)  für  ebene  Bereiche  dient,  die  von 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien 
begrenzt    werden,    kann    auch    zur   Bestimmung   einer    ein- 
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deutigen,  endlichen,  stetigen  Lösung  u  aus  gegebenen  Band- 
werthen  ü  angewendet  werden,  wie  JET.  A.  Schwarz  in  der 
schon  citirten  Abhandlung  dargelegt  hat.  Zu  diesem  Zwecke 
muss  man  nur  statt  von  der  Function  w^^  die  willkür- 
lich war  und  constant  =  1  gesetzt  wurde,  von  derjenigen 
Lösung  Uq  der  Differentialgleichung  Au  ==  0  ausgehen,  welche 
(ausser  den  Stetigkeitseigenschaften)  die  vorgeschriebenen  Rand- 
werthe  ü  besitzt.  Dass  man  für  Bereiche  der  angegebenen 
Art  immer  eine  und  nur  eine  solche  Lösung  %  bestimmen 
kann,  ist  durch  die  in  §  2  dieses  Theiles  erwähnten  Unter- 
suchungen von  H.  Ä.  Schwarg  und  C.  Neumann  erwiesen.  Aus 
dieser  Function  Vq  leitet  man  nun  in  derselben  Weise,  wie 
früher  w^^  ...  Wn..»  aus  Wqj  nämlich  mittelst  der  Formel  (48) 
S.  163,  eine  unendliche  Reihe  von  Functionen  w^,  Mg;  ••  •**»••  • 
ab,  welche  den  Differentialgleichungen 
A Wj  +  FfuQ  =  0,  Au2  +  ¥fu^  =  0, . . .  A w„  +  1c'^fun—i  =  0, . . ., 

sowie  den  Stetigkeitsbedingungen  genügen  und  längs  des 
ganzen  Bandes  verschwinden.  Bildet  man  nun  die  unend- 
liche Reihe 

^0   +  «^1    +  ^^2  H h  ^n  -\ 

und  bezeichnet,  wenn  dieselbe  convergirt,  ihre  Summe  mit 
w,  so  folgt  aus  der  Bildungs weise  ihrer  Glieder  mittelst  der 
Formel  (48),  dass 

u  —  ^0  =^  27r   /  /  ^V*^'^^^^^ 

ist,  und  somit  {li^  —  u^  oder  auch  u  selbst  der  Differential- 
gleichung 

Au  +  ¥f'U=^0 

genügt.  Ferner  besitzt  u  längs  des  Randes  die  vorgeschrie- 
benen Werthe  ü  =  Üq,  da  das  Doppelintegral  daselbst  ver- 
schwindet.    Demnach  stellt  die  unendliche  Reihe 

^0  +  %  -1 h  ^«  H , 

deren  Glieder  in  der  angegebenen  Weise  gebildet  sind,  sofern 
sie  convergirt,  die  Lösung  der  ersten  Randwerthaufgabe  dar, 
und  es  ist  dann  aus  dem  Herstellungsverfahren  selbst  er- 
sichtlich, dass  es  nur  eine  Lösung  giebt. 
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Es  kommt  also^  um  zu  erfahren,  ob  in  einem  gegebenen 
Falle  das  Schwarz' sclie  Lösungsverfabren  anwendbar  ist, 
darauf  an,  ein  Merhnal  für  die  Gonvergenz  der  obigen  un- 
endlichen Reihe  zu  besitzen.  —  H.  A.  Schwarz  hat  nun  be- 
wiesen, dass  die  Beihe  unbedingt  und  gleichmässig  convergirt, 
wenn  eine  endliche  und  stetige  Lösung  w  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung existirt,  welche  im  ganzen  betrachteten  Bereiche, 
einschliesslich  der  Begrenzung,  nur  positive,  von  0  verschiedene 
Werthe  annimmt.  Nun  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  es  eine 
solche  Lösung  w  stets  dann  giebt,  wenn  die  in  II,  §  10  ein- 
geführte, für  den  Bereich  charaMeristische  Constante  c  <  1  ist. 
Haben  nämlich  Wn  und  Wn  die  1.  c.   erklärte  Bedeutung,    so 

bleibt  bei  wachsendem  n  der  Quotient       ,  stets  kleiner 

VW2n 

als  eine  endliche  Grösse  Q,  und   da    lim  -^ =  c   ist,    so 

lässt  sich  schliessen,  dass  die  unendliche  Reihe 

Wq   -}-  W^t  -\-  W2t^  -{-   ■■'-{-   WnP'  -[-.•. 

convergirt,  wenn  ^  <  —  ist.  Falls  nun  c<  1  ist,  so  kann  man 
demnach  ^  =  1  setzen  und  erhält  durch  die  convergente  Reihe 

«<^0  +  ^1   + \-  ^n  +  •  •  ■ 

eine  Lösung  von  Au  +  h^f-u  ==  0,  welche  den  Stetigkeits- 
bedingungen genügt,  auf  dem  Rande  den  Werth  Wq  =  -{-  1 
hat  und  auch  im  Innern  des  Bereiches  nur  positive  Werthe 
besitzt;  letzteres  folgt  aus  der  Integraldarstellung  (48)  in 
Verbindung  mit  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  h^f{x,y) 
(p  bei  Schwarz)  nur  positive  Werthe  annimmt.  —  Das 
Resultat  ist  also,  dass  die  Schwarz' sehe  Approximations- 
methode für  solche  Bereiche  und  solche  Werthe  von  h^  anwend- 
bar istj  bei  welchen  sich  die  Constante 

c  =  lim     Sff^^'^'^ 

Meiner  als  Eins  ergiebt  Dies  bedeutet  gemäss  dem  in 
II,  §  10  Gesagten  nichts  Anderes,   als  dass  der  Werth  von 
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W  Heiner  sein  muss,  als  der  Meinste  ausgezeichnete  Werth  für 
den  gegebenen  Bereich  bei  der  Grenzbedingung  ü  =  0. 

Die  bei  dem  Convergenzbeweise  von  Schwarz  benutzte 
Voraussetzung,  dass  es  eine  endliche,  stetige  Lösung  u 
(oder  w)  gebe,  welche  innerhalb  des  betrachteten  Bereiches 
und  auf  seiner  Begrenzung  überall  >  0  ist,  stimmt  überein 
mit  derjenigen,  unter  welcher  Bianchi  die  Eindeutigkeit  der 
ersten  Randwerthaufgabe  für  die  von  ihm  betrachtete  all- 
gemeinste partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
vom  elliptischen  Typus  bewiesen  hat  (cf.  §  3  dieses  Theiles). 
Andererseits  hat  Picard  (in  der  ebendaselbst  besprochenen 
Abhandlung*))  als  (hinreichende,  nicht  noth wendige)  Bedin- 
gung für  die  Eindeutigkeit  des  Problems  für  die  speciellere 
Differentialgleichung  Au  -{-  Wf-u  =  0  die  Ungleichung 

angegeben,  welche  für  zwei  beliebig  wählbare,  endliche  und 
stetige  Functionen  JB'  und  B"  im  ganzen  Bereiche  bestehen 
muss.  Nun  hat  Picard  im  zweiten  Theile  jener  Arbeit  gezeigt, 
dass  diese  Ungleichung  die  andere  c  <  1  zur  Folge  hat,  so 
dass  also  die  Möglichkeit,  zwei  ihr  genügende  Functionen  B',  B" 
zu  bestimmen,  auch  hinreichend  ist,  damit  man  das  Schwarz' sehe 
Lösungsverfahren  anwenden  kann,  —  Dies  ergiebt  sich  folgen- 
dermassen.  Zwischen  den  von  Schwarz  eingeführten  Integralen 

Wn,m  =  k^  J   I  fWnWmdxdy,    Wn  =  k^  I J  fwndxdy , 

rn,m  ^rm,n=JJ    [j^^  +  -J^-^)  dxdy 

bestehen  die  Relationen**) 

Wn  =  Wn-h,h  ==  Vn-h,h-\-l  , 

wo  h  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  die  <  n  ist,  bezeich- 
net.    Aus  denselben  ist  ableitbar: 


*)  Sur  une  classe  d'^quations  linäaires  aux  d^rivees  partielles  du 
second  ordre.    Acta  math.  XII.    1889.    p.  323—338. 
**)  H.  A.  SchwarZj  1.  c.  p.  25,  26. 

Pockels,  Differentialgleichung,  21 
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W2n  =  ^^    /    /  ff^ndxdy, 


also 


Zu  dem  Element  dieses  Doppelintegrales  kann  man  jetzt  den 
Ausdruck 

\(dB"      ,       dB'\        \     ,      ^Tj-  ^'^n      .      ^-nr  ^^«1^     ^. 

11-^  +  ^)  "^^  +^B  Wn-^  +  2B  wn  -jy^\  dxdy 


^^(B"w.^)  +  ^{B'wr.^)\dxdy 


hinzufügen,  da  das  aus  diesem  Ausdrucke  gebildete  Doppel- 
integral durch  partielle  Integration  in  ein  Randintegral  über- 
geht, welches  in  Folge  der  Definition  von  Wn  (wonach 
Wn  ^=  0  ist)  verschwindet'^  B'  und  B"  bezeichnen  darin  zwei 
willkürliche  Functionen,  welche  nur  der  Beschränkung  unter- 
liegen, nebst  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  zu 
sein.  Das  Element  des  Doppelintegrals,  durch  welches 
W2n—i  —  W^n  dargestellt  wurde,  wird  dann  die  quadra- 
tische Form 

Dieselbe  ist  definit,  das  Integral  folglich  sicher  nicht  nega- 
tiv, wenn 

^  +  ^  -  h^f>B'^+B"^ 
dx      *     dy  '  ' 

ist;    können   zwei  Functionen   B\  B"    so  bestimmt  werden, 

dass    im    ganzen   Gebiete   diese  Ungleichung  erfüllt    ist,    so 

gilt  demnach 

und  somit 

W 

^^2n  — 1 

Nun  kann   c  nicht  ==  1   sein,  weil  sonst,  wie  Schwarz  ge- 
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zeigt  hat,  eine  im  Innern  positive,  am  Bande  verschwindende 
Lösung  der  Differentialgleichung  existiren  würde,  was  im 
Widerspruche  stände  zu  der  aus  der  Ficard'sohen  Ungleichung 
folgenden  Eindeutigkeit  der  Randwerthaufgabe.  Folglich  ist 
c  <  1,  w.  z.  b.  w.  — 

Ob  nun  das  Picard' sehe  Kennzeichen  für  die  Anwend- 
barkeit des  Lösungsverfahrens  von  Schwarz,  nämlich  die 
Möglichkeit,  zwei  der  angegebenen  Ungleichung  genügende 
Functionen  J5',  B"  aufzufinden,  praktisch  brauchbarer  ist, 
als  die  directe  Auswerthung  von  c,  welche  ja  allerdings  die 
Herstellung  einer  unendlichen  Reihe  von  Functionen  erfordert, 
lässt  sich  allgemein  nicht  sagen;  in  besonderen  Fällen  kann 
es  immerhin  wohl  der  Fall  sein. 

Wir  haben  schon  in  §  3  dieses  Theiles  gesehen,  dass 
in  dem  speciellen  Falle  f  =  1  die  Picard' nche  Ungleichung 
immer   dann   erfüllt    ist,    wenn    der    gegebene  Bereich  ganz 

innerhalb    eines    Parallelstreifens    von    der    Breite    -^,    d.  h. 

innerhalb  eines  Bereiches  liegt,  für  welchen  der  Meinste 
ausgezeichnete  Werth  gleich  dem  gegebenen  k^  ist.  Dieses 
letztere  Merkmal  für  die  Anwendbarkeit  des  Schwär /scheu 
Lösungsverfahrens  ergiebt  sich  übrigens  auch  für  die  all- 
gemeine Differentialgleichung  Au  -{-  k^f-u  =  0  direct  aus 
dem  Satze  von  Schwarz  über  die  stetige  Verkleinerung  von  c 
bei  stetiger  Zusammenziehung  der  Begrenzung  (cf.  II,  §  11). 
Denn  wenn  man  weiss,  dass  das  gegebene  k'^  der  kleinste  aus- 
gezeichnete Werth  ist  für  einen  Bereich,  welcher  den  gegebenen 
ganz  in  sich  enthält,  und  dass  somit  die  Constante  c  des  erste- 
ren  Bereiches  den  Werth  1  hat,  so  folgt  daraus  nach  dem 
erwähnten  Satze,  dass  der  gegebene  Werth  von  k^  kleiner 
ist,  als  der  kleinste  ausgezeichnete  Werth  des  gegebenen 
Bereiches,  oder  dass  c  für  letzteren  <  1,  und  somit  das 
Verfahren  convergent  ist.  — 

Die  Methode  von  Schwarz  ist  also,  allgemein  zu  reden, 
nur  auf  hinreichend  kleine  Bereiche  anwendbar*).     Ihrer  Aus- 

*)  Unter  dieser  Beschränkung  hat  Picard  im  Cap.  II  der  schon 
erwähnten   zweiten   Arbeit    auch    die    Integration    der   allgemeineren 

21* 
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dehnung  auf  räumliche  Gebiete  würde  unter  derselben  Be- 
schränkung wohl  nichts  im  Wege  stehen,  und  vermuthlich 
wird  sich  auch  die  zweite  und  dritte  Randwerthaufgabe  auf 
analoge  Weise  behandeln  lassen;  es  fehlen  hierfür  nur  bisher 
noch  die  nöthigen  Grundlagen  in  der  Theorie  des  logarith- 
mischen Potentials. 

Im  Falle  eines  negativen  Werthes  von  h^,  den  wir  wieder 
=  —  ¥^  setzen  wollen,  ist  die  Eindeutigkeit  der  ersten  Rand- 
werthaufgabe für  beliebig  grosse  Bereiche  von  vornherein 
sicher;  dementsprechend  wäre  zu  erwarten,  dass  hier  das 
Schwarz' sehe  Lösungsverfahren  um  so  mehr  zum  Ziele  führen 
müsste.  Allein  dasselbe  kann  in  diesem  Falle  nicht  un- 
mittelbar angewendet  werden,  weil  es  für  den  Convergenz- 
beweis  wesentlich  ist,  dass  die  Functionen,  welche  die  Glieder 
der  unendlichen  Reihe  bilden,  im  ganzen  Bereiche  positiv  sind, 
was  sich  nur  bei  durchaus  positiven  Werthen  von  Jc^f{x,  y) 
aus  Formel  (48)  schliessen  lässt.  Picard  hat  daher  im  Falle 
Jc^  =  —  h'^  folgenden  Weg    eingeschlagen*): 

Man  kann  zunächst  für  hinreichend  Meine  Bereiche  die 
Differentialgleichung 

durch  die  unendliche  Reihe 

«*  =  «o  +  %  H f-  «^«  -\ ; 

welche  nach  dem  Schwars'soheu  Verfahren  gebildet  ist,  inte- 
griren.  Bei  der  Beschränkung  auf  hinreichend  kleine  Be- 
reiche ist  dieselbe  unbedingt  convergent;  folglich  wird  die 
unendliche  Reihe 

«*0  —  «<1   +   «^'2  —  «^3  H 

dann  erst  recht  convergiren.  Die  Summe  dieser  Reihe  ge- 
nügt nun,  wie  aus  der  Bildungsweise  ihrer  Glieder  hervor- 
geht, der  partiellen  Differentialgleichung  At*  —  Ic'^f-u  =  0 
oder  Au  -|-  Jc^f-u  =  0.     Man   kann  demnach   zunächst   für 


Differentialgleichung,  welche  neben  Au  die  ersten  Differentialquotienten 
von  u  mit  beliebigen  Coefficienten  enthält,  mittelst  eines  völlig  ana- 
logen Approximationsverfahrens  durchgeführt. 
*)  Picard,  Acta  Math.  XII.    Abschnitt  7. 
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solche  Bereiche,  für  welche  die  Schwarg^ sohe  Methode  im 
Falle  eines  positiven  W  zum  Ziele  führt,  dieselbe  auch,  an- 
wenden, wenn  h^  negativ  ist.  In  letzterem  Falle  kann  man 
nun  aber,  wie  Picard  gezeigt  hat,  von  Bereichen  der  eben 
bezeichneten  Art  mittelst  des  dlternirenden  Verfahrens  zu  he- 
liebig  grossen,  aus  ersteren  zusammengesetzten  Bereichen  fort- 
schreiten, vorausgesetzt,  dass  die  Function  f  in  der  ganzen 
Ebene  positive  WertJie  hat  Dies  ergiebt  sich  folgeudermassen. 
Es  gilt  zunächst  im  betrachteten  -Falle  der  Satz,  dass 
jede  Lösung  ii,  welche  auf  einer  beliebigen  geschlossenen 
Curve  C  durchaus  positiv  oder  =  0  ist,  in  dem  von  letzterer 
umschlossenen  Gebiete  nicht  ^0  werden  kann;  denn  andernfalls 
müsste  sie  auf  irgend  einer  innerhalb  C  verlaufenden  geschlos- 
senen Curve,  und  daher,  weil  es  bei  negativem  h^  keine  aus- 
gezeichneten Lösungen  giebt,  aucb  im  ganzen  Inneren  der 
letzteren  =  0  sein,  was  nach  der  Voraussetzung  nicht  mög- 
lich ist.  Ist  nun  Uq  diejenige  Lösung  von  At«  =  0,  welche 
dieselben  als  positiv  vorausgesetzten  Randwerthe  besitzt,  wie 
die  Lösung  von  Au  —  h'^f-u  =  0,  so  folgt  aus  der  Formel 


-  I  I  uGfdxdy, 


in  Verbindung  mit  vorstehendem  Satze,  dass  immer  u  —  Uq<CO, 
also  im  ganzen  Bereiche  w  <  %  ist. 

Es  sei  nun  die  Begrenzung  des  betrachteten  Bereiches 
in  zwei  Theile  L^  und  L^  getheilt,  deren  Endpunkte  durch 
eine  beliebige  Curve  L  innerhalb  des  Bereiches  verbunden 
seien,  und  es  sei  w  eine  endliche,  stetige  Lösung  von 
Atv  —  h'^f.w  =  0,  welche  auf  L^  =  1,  auf  Zg  =  ^  ist,  so- 
wie Wq  die  entsprechende  Lösung  von  Aw  =  0.  Dann  ist 
längs  der  Linie  L,  wie  Schwarz  gezeigt  hat,  w^^^q,  wo  q<l 
ist;  da  nun  im  ganzen  Bereiche  w<iWQ  ist,  so  ist  längs 
L  auch  w  <.q. 

Hieraus  folgt  jetzt,  dass  für  die  Lösungen  von 
Au  —  h'^f.u  =  0  auch  der  von  Schwarz  für  logarithmi- 
sche Potentiale  bewiesene,  in  §  2,  c  angeführte  Hülfssatz 
gilt,  auf  welchem  gerade  die  Anwendbarkeit  der  Combinations- 
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methode  beruht.  Die  letztere  ist  also  im  Fälle  eines  nega- 
tiven Ic^  in  der  That  bei  der  Differentialgleichung  Au-\-Jc^f.u=0 
anwendbar  und  ermöglicht  in  Verbindung  mit  dem  Schwars- 
schen  Approximationsverfahren  die  Lösung  der  ersten  Rand- 
werthaufgabe  für  alle  diejenigen  Bereiche,  für  welche  diese 
Aufgabe  in  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  lös- 
bar ist,  d.  h.  für  solche,  deren  Begrenzung  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien  besteht.  — 

§  6.     Methode  der  Reihenentwickelung. 

Die  Lösung  der  Ran dwerth aufgaben  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichung  l^u-\-h^u  =  0  nach  der  Reihenmethode 
ist  noch  wenig  der  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen,  wie 
man  sich  überhaupt  bislang  mehr  für  diejenigen  Probleme 
interessirte,  bei  welchen  die  ausgemchneten  Lösungen  zu  be- 
stimmen sind  ( —  Eigenschwingungen,  Erkaltungsproblem  — ), 
als  für  solche,  bei  welchen  es  auf  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung bei  vorgeschriebenen  Randwerthen  von  ü,  -^ 

oder  Ifiü  -\-  -K-  ankommt. 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Falles,  in  welchem  die 
Lösung  der  Rand werth aufgaben  durch  Reiheuentwickelung 
überhaupt  möglich  ist,  gilt  auch  hier  diejenige  Bemerkung, 
welche  wir  in  Bezug  auf  dieselbe  Frage  in  der  Potential- 
theorie unter  e)  des  §  2,  S.  265  gemacht  haben;  d.  h.  also, 
jene  Möglichkeit  ist  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Bereich 
durch  höchstens  4  Curvenstücke  bezw.  6  Flächenstücke  von 
der  Art  begrenzt  wird,  dass  man  Coordinaten  |,  y\  bezw. 
i,  r},  i  einführen  kann,  von  denen  je  eine  auf  jedem  Stücke 
der  Begrenzung  constant  ist,  und  für  welche  die  Differential- 
gleichung Au  -\-  k^u  =  0  eine  Form  annimmt,  der,  eventuell 
nach  Abtrennung  eines  bestimmten  Factors  F{^,r},  g)  von  ti, 
durch  Producte  von  der  Form  EI(|)  Hi{rj)  bezw.  Eä(9*H,(^)-Z*(0 
genügt  werden  kann*).     Die  Randwerthaufgabe  (—  im  All- 

*)  Ueber  eine  allgemeine  Form  einer  partiellen  Differentialglei- 
chung mit  zwei  unabhängigen  Variabein,  für  welche  dies  möglich  ist, 
vergl.  II,  §  8,  d,  S.  136. 
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gemeinen,  d.  h.  wenn  F  nicht  =  Const.  ist,  kann  man  nur 
die  erste  so  behandeln  —)  ist  dann  in  der  S.  265  angegebenen 
Weise  zu  zerlegen,  und  ihre  Lösbarkeit  beruht  in  letzter 
Instanz  auf  dem  S.  71  erwähnten  Satze  von  Liouville  über 
die  Entwickelbarkeit  einer  willkürlichen  Function  einer  Vari- 
abein nach  Particularintegralen  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung,  welche  einen  nach  dem 
Oscillationstheorem  zu  bestimmenden  Parameter  enthält,  — 
einem  Satze,  der  unschwer  auf  die  Darstellung  einer  will- 
kürlichen Function  von  zwei  Variabein  durch  eine  Reihe  nach 
Producten  solcher  Particularintegrale  ausgedehnt  werden  kann, 
aber  noch  eines  völlig  befriedigenden  Beweises  entbehrt. 

Es  sind  bisher  nur  für  die  Fälle  des  Kreises  und  des 
KreisringeSj  der  Ellipse  und  des  Binggebietes  zwischen  zwei 
confocalen  Ellipsen  j  der  VollJcugel  und  der  Kugelschale  die 
Lösungen  durch  Reihen  aufgestellt  worden.  —  Wir  wollen 
an  den  Beispielen  des  Kreises  resp.  Kreisringsectors  und 
der  Kugel  die  Anwendung  der  Methode  und  die  Besonder- 
heiten erläutern,  welche  sich  dabei  in  dem  Falle  darbieten, 
wo  das  gegebene  h^  ein  ausgezeichneter  Werth  ist. 

Eine  innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  r  überall  end- 
liche und  stetige  Lösung  von  Aw  +  Ic^u  =  0  wird;  wie  wir 
früher  sahen,  durch  die  Reihe 

u  =  A^J^Ocr)  +  A^i(^0  <2os  {(p  —  9^i)  +  •  •  • 

+  ÄnJnQcr)  COS  n((p  —  (fn)   -] 

dargestellt.    Dieselbe  geht  für  r  =  r  in  die  Fomer'sche  Reihe 

A^o(^^)  +  A  J^i  (^^)  cos  (9  —  9)1)  -I 

+  ÄnJnikr)  COS  n((p  ~  (pn)  +  •  •  ' 
über,  und  diese  muss  nun  mit  derjenigen  Fourier'schen  Reihe 
«0  +  %  cos  (9  —  «i)  •  •  •  +  «Ä  cos  n{(p  —  ««)  +  ••• 

übereinstimmen,  in  welche  sich  die  längs  der  Peripherie  ge- 
gebene Function  ü  entwickeln  lässt*);  folglich  muss  sein 


*)  Es  ist  dabei  nur  nothwendig,  dass  die  gegebene  Function  ü 
sich  formell  in  eine  Fourier'sche  Reihe  entwickeln  lässt,  d.  h.  dass  die 
Integrale,   durch  welche  die  Coefficienten  a^  gegeben  sind,  einen  be- 
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und  die  Losung  der  ersten  Bandwerthaufgdbe  ist: 

""  ^  Ä)  ^^^^^^  +  W  ^^(^^^  '^'  ^^  ~  ""'^ 
(88  a) 

"l ^  TW)  '^''^^^^  ^^^  n{(p  —  an)-] . 

Wäre  die  zweite  oder  dritte  Rand werthauf gäbe  zu  lösen,  so 
hätte  man  die  ff epf ebene  Function  ö—  bezw.  hü  -\-  ■^—  in  eine 

CO 

Fourier'sclie  Reihe    ^n  a^  cos  n  {cp  —  a„)   zu  entwickeln   und 

0 

diese  der  Reihe 

CO 

h  2  AnJn  (Jir)  cos  n((p  —  tpn) 

0 

bezw. 

00 

2yAn{hJn(kr)  +  JcJnQcr))  C08  n{(p  —  (pn) 

0 

gleichzusetzen;  man  erhielte  also  die  Lösung 

CO 

(88  b)  u  =2j  hJ^ikr)  ^^^0^^)  ^ös  n((p-  an) 

für  die  zweite, 

CO 

(88c)  *"  ==  ^ hJ^m^JcJ^^W)  ^"(^0  cos  n (cp  —  an) 

für  die  dritte  Randwerthaufgabe. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  zunächst  vor- 
ausgesetzt, dass  keiner  der  Nenner  der  Coefficienten  a»  gleich 
Null  ist  Wenn  letzteres  der  Fall  ist,  also  z.  B.  die  Glei- 
chung besteht: 


stimmten  Sinn  haben;  dagegen  ist  die  Convergenz  der  Reihe  für  unseren 
Zweck  nicht  unbedingt  erforderlich,  sofern  nur  die  Reihe  (88a)  für  u 
in  jedem  Punkte  innerhalb  des  Kreises  convergirt.  Entsprechendes  gilt 
natürlich  für  den  allgemeinen  Fall. 
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JnQcr)  =  0  bei  der  ersten, 
J^n  {kr)  =  0  bei  der  zweiten, 
hJniJ^r)  +  JcJnQcr)  =  0  bei  der  dritten 
Randwerthaufgabe,    d.  h.    wenn  ¥•   ein   ausgezeichneter  Werth 
für    die    gerade    in    Betracht    kommende   Bandhedingung    ist, 
so  muss,  damit  nicht  das  betreffende  Glied  unendlich  gross 
wird  und  somit  die  Lösung  ihre  Bedeutung  verliert,  der  ent- 
sprechende Coefficient  a„  der  Fourier'schen  Reihe  für  ü  bezw. 

ö—  oder  Äw  -)-  ö—  verschwinden^  es  müssen  also  die  gegebenen 
Randwerthe  u  den  Bedingungen  genügen 

27t  27t 

I  Ucos  n(pd(p  =  0 ,         I  ,ü sin  nq)d(p  =  Of 

0  0 

wo  U  =  ü  oder  ^—  oder  hü  4-  ^r-  zu  setzen  ist,  ie  nachdem 
Tc^  ein  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmter  ausgezeich- 
neter Werth  bei  der  Grenzbedingung   ü  =  0   oder   ^  =  0 

o  — 
oder  /ji*  +  K—  =  0  ist.     Man  erkennt  leicht,   dass  diese  Be- 

dingungen  für  die  Randwerthe  mit  den  früher  (§  3,  b)  auf 
anderem  Wege  gefundenen 

/ü  -^  de  =  0    bezw.     /  ■^-  ünds  =  0 
dn  J   dn    "^ 

oder    /  {hü  +  k— )  ünds  =  0 

identisch  sind;  denn  im  vorliegenden  Falle  gehören  zu  h^ 
zwei  Normalfunctionen  Un,  welche  in  einen  längs  der  Peri- 
pherie Constanten  Factor  JnQcr)  und  den  Factor  cos  n(p  bezw. 
sin  n<p  zerfallen. 

Sind  die  angeführten  Bedingungen  für  die  Randwerthe 
erfüllt,  so  bleibt  die  durch  die  Reihen  (88  a,  b,  c)  gegebene 
Lösung  gültig,  die  Reihen  enthalten  aber,  weil  sowohl  An,  als 

tg  nq)n  die  unbestimmte  Form  —   annimmt*),    zwei    Glieder 


*)  Jedes  Ghed  der  Reihen  für  u,  ausgenommen  das  erste  (mit  dem 
Index  n  =  0),  ist  für  zwei  zu  zählen,  da  es  ja  die  beiden  verfügbaren 
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mit  wülkürlichm  Coefficienten,  wie  es  ja  nach  unseren  früheren 
allgemeinen  Betrachtungen  sein  muss. 

Wäre  Jc^  allgemein  ein  v-facher  ausgezeichneter  Werth,  so 
müssten  in  der  Fourier'schen  Reihe  für  U  natürlich  nicht 
nur  zwei,  sondern  v  Glieder  verschwinden,  und  ebenso  viele 
Glieder  in  der  Reihe,  welche  die  Lösung  u  darstellt,  würden 
unbestimmt.  Wie  man  sieht,  gelangt  man  bei  Anwendung 
der  Reihenmethode  hinsichtlich  des  Falles,  wo  h^  ein  aus- 
gezeichneter Werth  ist,  zu  genau  denselben  Resultaten,  welche 
wir  bereits  bei  der  Methode  der  Green'schen  Functionen  ge- 
funden hatten.  —  Die  eben  erörterten  Verhältnisse  bei  der 
Lösung  durch  Reihen  hat  zuerst  Mathieu*)  hervorgehoben; 
dass  sie  auch  bei  der  dritten  Randwerthaufgabe  in  der  Po- 
tentialtheorie eintreten  können,  wenn  das  h  der  Grenzbedin- 
gung negativ  ist,  hat  Dini  bemerkt,  wie  schon  in  §  2  dieses 
Theiles  (S.  266)  erwähnt  wurde. 

Soll  die  erste  oder  zweite  Randwerthaufgabe  für  einen 
Kreisring sector  gelöst  werden,  so  hat  man  zunächst  eine  Reihe 
von  der  Form 

00 

^  (A,J,(]cr)  +  A-,J-,{hr))  gf^  (^9); 

0 

worin  v=  — ,    n  eine  ganze   Zahl    und  y    der  Winkel   des 

Sectors  ist,  anzusetzen.  Je  nachdem  man  den  Factor  sin  vqp 
oder  coBvcp  wählt,  verschwindet  die  durch  diese  Reihe  dar- 
gestellte Function  n'  selbst  oder  ihre  Derivirte  nach  der 
Normale  auf  den  begrenzenden  Radien]  die  Coefficienten  Ay, 
A^v  können  dann  so  bestimmt  werden,  dass  für  die  begren- 
zenden Kreisbögen,  auf  denen  Jv(Jcr)  und  J^vQcr)  constant 
sind  und  die  Reihe   also  in  eine  Fourier'sche  übergeht,  ent- 


Constanten  A^  und  cp^  enthält;  in  derThat  hätte  statt  J.^  cos  w(g)  —  (p\ 
ebensogut  A^'  cos  w  qp -j- J5^'  sin  «qp  gesetzt  werden  können.  Dasselbe 
gilt  natürlich  von  der  Fourier'schen  Reihe  für  U. 

*)  E.  Mathieu:    Sur  la  däfinition  de  la  Solution  simple.   Compt. 
Reud.  LXXXVl,  2,  1878.  p.  962-965. 
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weder  u    oder  -^  gegebene    Werthe    annimmt.      Zu    dieser 
Reihe  u    hat  man  sodann  eine  andere  u"  von  der  Form 


^^(ÄrJvil^r)  +  A-.vJ-v(kr))  •  cos  v{<cp  —  (fy) 

0 

hinzuzufügen,  worin  aber  die  Indices  v  und  die  Verhältnisse 
Av''A—v  so  zu  bestimmen  sind,  dass  alle  Reihen glieder,  bezw. 
ihre  ersten  Ableitungen  nach  r,  auf  den  beiden  Kreisbögen  ver- 
schwinden, und  die  Coefficienten  ^v  selbst,  sowie  die  Constanteu 
(pv  so,  dass  die  obige  Reihe  oder  die  aus  ihr  durch  Diffe- 
rentiation nach  (p  abgeleitete  längs  der  begrenzenden  Radien 

mit  einer  gegebenen  Function  von  r  lü"  bezw.  r  -k — j  über- 
einstimmt. Dass  die  verlangte  Bestimmung  von  v  und  Av'.A—v 
in  u"  möglich  ist,  folgt  aus  den  Sätzen  von  Sturm  (dem 
Oscillationstheorem ,  cf.  II,  §  6,  a,  sowie  auch  S.  117  — 118), 
angewendet  auf  die  Differentialgleichung  (26),  welcher 
AyJyihr)  +  A—vJ—v{kr)  genügt.  Die  Ordnungszahlen  v 
würden  rein  imaginär  zu  wählen  sein,  damit  die  Anwendung 
jener  Sätze  möglich  ist,  da  hier  —  v^  an  die  Stelle  des  li^ 
in  (23'),  S.  68,  tritt;  man  erhielte  also  eine  Entwickelung 
einer  willkürlichen  Function  von  r  nach  Bessel'schen  Func- 
tionen mit  rein  imaginären,  durch  transcendente  Gleichungen 
bestimmten  Ordnungszahlen  v  bei  constantem  ^,  im  Gegensatz 
zu  den  nach  den  Wurzeln  li  von  Jn(kr)  =  0  etc.  fortschrei- 
tenden Reihen,  die  wir  in  II,  §  7  kennen  lernten.  Die  Mög- 
lichkeit dieser  Entwickelung,  d.  h.  der  oben  erwähnten  Be- 
stimmung von  Av  und  g)y  in  der  Reihe  u'\  folgt  sodann  aus  dem 
zu  Anfang  dieses  Paragraphen  angeführten  Satze  von  Liouville. 

Für  bestimmte  Werthe  von  h^  können  einzelne  Glieder 
der  Reihe  für  u'  auf  den  beiden  Kreisbögen  verschwinden  und 
somit  unbestimmte  Coefficienten  Av  behalten;  diese  Glieder 
sind  dann  ausgezeichnete  Lösungen  für  den  betreffenden  Ring- 
sector.  Dagegen  kann  die  Reihe  für  u"  Iceine  ausgezeich- 
neten Lösungen  enthalten,  weil  cos  v{cp  —  cp^  bei  imaginärem 
V  nicht  für  zwei  reelle  Werthe  von  (p  verschwinden  kann.  — 

Die    dritte    Randwerth aufgäbe    lässt    sich    nicht    durch 
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Reihen  von  der  angegebenen  Form  lösen,  weil  man  der  Be- 
dingung hü  -}-  w-  ==  0  längs  der  Radien  nicht  genügen  kann; 
es  müsste,  damit  das  gleiche  Verfahren  anwendbar  wäre, 
auf  der  letzteren  nicht  hü  4-^-,  sondern  hü4-ry^  ge- 
geben  sein. 

Der  allgemeine  Fall,  für  welchen  das  Vorstehende  ein 
Beispiel  gab,  würde  bei  ebenen  Bereichen  folgender  sein, 
falls  es  sich  um  die  erste  Randwerthaufgabe  handelt.  Man 
erhielte  durch  Einführung  solcher  Coordinaten,  von  denen 
je  eine  auf  einer  Begrenzungscurve  constant  ist,  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  von  der  Form  (43),  S.  136.  Die- 
selbe soll  durch  Reihen  von  der  Form 

^-(ÄaXa  +  Aa'Xj)  (B^  F«  +  BJ  F/) 

integrirt  werden,  worin  Xa,  XJ  und  Ya,  Ya  Particular- 
lösungen  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  (43')  sind. 
Den  Parameter  a  und  das  Verhältniss  Aa  :  Aa  hätte  man  zu- 
nächst für  jedes  Glied  so  zu  bestimmen,  dass  AaXa  -\-  AJ Xa 
auf  den  Begrenzungscurven  x  ==  Const.  verschwindet,  und 
dann  die  Coefficienten  Ba,  Ba  (oder  eigentlich  ihre  Producte 
mit  Aay  dessen  absoluter  Werth  ja  noch  unbestimmt  geblieben 
ist)  so,  dass  die  Reihe  längs  der  Curven  y  =  Const.  die  dort 
gegebenen  willkürlichen  Functionen  ü{x)  darstellt;  ersteres  ist 
nach  dem  Oscillationstheorem,  letzteres  nach  dem  mehrfach 
erwähnten  Satze  von  Lioiwille  möglich.  Zu  der  so  erhaltenen 
Reihe  ist  eine  zweite  hinzuzufügen,  worin  die  Constanten  a 
und  BJ :  Ba  gemäss  der  Bedingung,  dass  BaY  -\-  Ba  Y'  auf 
den  Curven  y  =  Const.  verschwindet,  zu  bestimmen  sind, 
und  dann  die  Coefficienten  Aa  und  Aa  (multiplicirt  mit  Ba) 
so,  dass  die  Reihe  auf  den  Grenzcurven  x  =  Const.  die 
gegebenen  Functionen  von  y   darstellt*).     Die  Parameter  a 


*)  Dass  wir  hier  die  Aufgabe  nur  in  2wei,  statt,  wie  es  dem 
S.  265  angegebenen  Verfahren  entspräche,  in  vier  speciellere  Aufgaben 
zerlegt  haben,  ist,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennen  wird,  ein  rein 
äusserlicher  Unterschied. 
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der  einen  Reihe  werden  immer  positiv,  die  der  anderen 
negativ  sein,  vorausgesetzt,  dass  «n  und  «gg  ^^  (4^)  gleiche 
Yorzeiclien  haben.  —  Die  Summe  der  beiden  so  gewonne- 
nen Reihen  ist  dann  die  verlangte  Lösung  der.  ersten  Rand- 
werthaufgabe.  Wie  bei  der  zweiten  Randwerthaufgabe  zu 
verfahren  ist,  kann  man  leicht  aus  dem  oben  besprochenen 
Beispiele  ersehen. 

Von  ebenen  Bereichen  sind  ausser  dem  Kreis  und  Kreis- 
ring noch  die  Fläche  einer  Vollellipse  und  das  Ringgebiet 
zwischen  zwei  confocalen  Ellipsen  von  Mathieu  behandelt 
worden*),  welcher  jedoch  die  Lösung  für  diese  letzteren 
Fälle  nicht  vollständig  durchgeführt,  sondern  eigentlich  nur 
gezeigt  hat,  dass  man  dabei  Entwickelungen  nach  den  Func- 
tionen des  elliptischen  Cylinders  zu  benutzen  hat. 

Was  die  Integration  durch  Reihen  für  Gebiete  im  Baume 
von  drei  Dimensionen  betrifft,  so  ist  sie  bisher  nur  auf  die 
Vollkugel  und  Kugelschale  angewendet  worden,  ist  übrigens 
aber  auch  für  rechtwinklige  Parallelepipeda  leicht  durchführ- 
bar. Für  die  Vollkugel  gestaltet  sie  sich,  wie  beim  vollen 
Kreise,  sehr  einfach.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  8n  eine 
allgemeine  Kugelflächenfunction  n*®"  Grades  (im  engeren 
Sinne),  so  ist,  wie  aus  11,  §  7  hervorgeht,  die  gesuchte 
Lösung  der  Gleichung  Aw  +  Z;^w  =  0  in  Polarcoordinaten 
von  der  Form 


Sind  nun  die  auf  der  Kugeloberfläche  r  =  r  gegebenen  Werthe 
von  ü  bezw.  ö—  durch  die  Reihe  nach  Kugelflächenfunctionen 


Z^O'n^n 


dargestellt,    so   ergiebt   sich    durch  Vergleichung    der   Coef- 
ficienten  für  die  erste  Randwerthaufgabe  die  Lösung 

*)  J&.  Mathieu,  Memoire  sur  rintegration  des  equations  aux  diff. 
part.  de  la  phys.  math.,  Liouv.  Journ.  (2)  XVII  p.  249^323.  1872; 
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00  J         {]cr) 


0 

und  für  die  zweite: 


w  =  ^ 


-    B   /''n+^^^^A  Vr 


wäre  drittens: 


r=r 


00 


h"  +  wi,'=  2 '''•^' 


n 
0 


gegeben,  so  würde  der  Nenner  von  a„  lauten: 


Diese  Behandlungsweise  der  Randwerthaufgaben  für  die 
Kugel  ist  zur  Lösung  verschiedener  physikalischer  Probleme 
benutzt  worden,  so  von  Stolces*)  in  seiner  schönen  Arbeit 
„On  the  Communication  of  Vibration  from  a  vibrating  body 
to  a  surroundiog  gas",  wo  die  obige  Reihenentwickelung 
allerdings  für  den  Raum  ausserhalb  der  Kugelfläche  aufge- 
stellt wird.  In  ähnlicher  Weise  hat  Clebsch"^*)  die  Reflexion 
ebener  Wellen  in  einem  beliebigen  elastischen  Medium  an 
einer  starren  Kugelfläche  bebandelt,  ein  Problem,  welches 
im  Wesentlichen  auf  dasjenige  der  Aussendung  von  Schwin- 
gungen von  der  Kugelfläche  zurückkommt.  Auf  diese  Arbeiten 
kann  hier  jedoch  nicht  näher  eingegangen  werden,  weil  in 
ihnen  stets  fortschreitende  Wellen  in  unendlich  ausgedehnten 
Räumen  betrachtet  werden. 

Wie  die  Reihen,  welche  die  Lösung  für  die  Ellipsen- 
fläche in  der  Ebene  liefern,  nach  Producten  aus  „Functionen 
des  elliptischen  Cy linders",  welche  Greuzfälle  der  gewöhn- 
lichen Lame'schen    Functionen    sind,    fortschreiten,    so    sind 


*)  Stokes,  Phil.  Transactions  1868;  Bayleigh's  Theorie  des  Schalles, 
Cap.  XVII. 

**)  Clehsch,  Crelle's  Journal  LXI,  p.  195—262.  1862. 
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die  Glieder  derjenigen  Reihen,  welche  zur  Lösung  der  Rand- 
werthaufgaben für  von  sechs  confocalen  Flächen  zweiten 
Grades  begrenzte  räumliche  Bereiche  anzuwenden  wären, 
Gren^fälle  der  Lame^schen  Producte  des  Baumes  von  vier  Di- 
mensionen,  wie  wir  schon  in  II,  §  8,  c  (S.  134)  sahen.  Um 
die  Randwerthaufgaben  für  Raumgebiete  der  genannten  Art 
zu  lösen,  wurde  man  sechs  solche  Reihen  zu  superponiren 
haben,  von  denen  jede  einzelne  an  fünf  Begrenzungsober- 
flächen   verschwindende,    au    der    sechsten    vorgeschriebene 

Werthe  von  u  oder  w-  lieferte.     Dies  wäre  durch  geeignete, 

d.  h.  auf  dem  Oscillationsprincipe  beruhende  Bestimmung  der 
Parameter  B,  C  in  der  Differentialgleichung  (42)  und  der  in 
jedem  einzelnen  Producte  noch  verfügbaren  vier  Constanten 
in  ganz  analoger  Weise  zu  erreichen,  wie  es  oben  für  ebene 
Bereiche  allgemein  erörtert  wurde. 

§   7.     Integration  für   geschlossene  Fläclien  bei  gegebenen 
Unstetigkeiten. 

Stellt  man  sich  vor,  dass  die  Randcurve,  durch  welche 
man  zunächst  ein  Stück  einer  geschlossenen  Fläche  ausge- 
schnitten hatte,  und  längs  welcher  die  Werthe  von  ü  oder 

K—  oder  hü  -{-  ^  vorgeschrieben  waren,  sich  auf  einen  Punkt 

zusammenzieht,  und  dass  somit  das  Gebiet,  für  welches  die 
Lösung  u  zu  bestimmen  ist,  ein  geschlossenes  wird,  so  fragt  es 
sich,  was  dabei  aus  den  Randwerthaufgaben  wird  oder  an  ihre 
Stelle  tritt.  Man  kann  natürlich  nicht  in  unendlicher  Nähe 
des  Punktes,  in  welchen  sich  der  Rand  zusammenzieht,  noch 
alle  die  ursprünglich  auf  letzterem  vertheilten  Randwerthe 
vorschreiben,  sondern  wird  verlangen,  dass  u  in  jenem  Punkte 
stetig  bleibt;  demnach  kann  man  höchstens  noch  einen  be- 
stimmten Werth  von  u  oder  bestimmte  Werthe  der  ersten  Deri- 
virten  nach  den  Coordinaten  vorschreiben.  Im  Uebrigen  mtiss 
die  Lösung  der  Differentialgleichung  auf  einer  geschlossenen  Fläche, 
sofern  sie  eindeutig  sein  soll,  durch  ihre  gegebenen  ünstetigiceiten 
bestimmt  sein. 
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Die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  auf  beliebigen 
geschlossenen  Flächen  ist  von  F.  Klein  in  physikalischer 
Form  entwickelt  worden*),  wodurch  für  functionentheoretische 
Zwecke  (Abel'sche  Integrale),  die  uns  hier  nicht  interessiren, 
eine  besonders  anschauliche  Grundlage  gewonnen  ist.  —  Die 
Sache  gliedert  sich  in  ihren  Hauptzügen  so: 

Die  logarithmischen  Potentiale  auf  krummen  Flächen 
lassen  sich  veranschaulichen  durch  die  stationäre  elehtrische 
Strömung  y  vrelche  bei  gegebenen  Zuleitungs-  resp.  Ab- 
leitungsstellen in  der  leitend  gedachten  Fläche  eintritt. 
Aus  dieser  physikalischen  Bedeutung  folgt  die  Existenz 
einer  j^Hauptfimction'^  jjPi9i,Piii  ^  welche  in  zwei  Punkten 
Pn^uPipQi  unendlich  gross  wie  log^i  resp.  —  logr/  wird, 
eindeutig  und,  ausser  in  jenen  zwei  Punkten,  überall  endlich 
und  stetig  ist,  und  an  der  Stelle  p\  q'  verschwindet;  die- 
selbe besitzt  die  Eigenschaft,  ihren  Werth  nicht  zu  ändern, 
wenn  man  die  Punkte  p,  g;  p\  q  mit  jp^,  q^]  p^\  q^  ver- 
tauscht. Ein  Grenzfall  von  E^'^''f\'^'  ist  die  Function 
jL^^^^l  ,,  welche  an  der  Stelle  pj^,  q^  einen  Unstetigkeitspunkt 
zweiter  Ordnung  (physikalisch  zu  deuten  als  Doppelquelle  oder 
magnetisches  Molekül),  der  entstanden  ist  durch  Zusammen- 
rücken der  beiden  einfachen  ünstetigkeitspunkte  p^,  q^  und 
Piy  Qi)  besitzt.  Wie  man  aus  der  Function  H  die  GreerCschen 
Functionen  eines  herandeten  ebenen  Flächenstückes  ableiten 
kann,  indem  man  dasselbe  als  doppelt  üherdecJct  und  somit 
als  geschlossene  Fläche  betrachtet,  haben  wir  schon  in  §  2 
dieses  Theiles  gesehen.  —  Durch  Aneinanderreihung  von 
Unstetigkeitspunkten  zweiter  Ordnung  (magnetischen  Mole- 
külen oder  elektromotorischen  Linienelementen)  zu  Linien 
senkrecht  zu  den  Axen  der  „magnetischen  Moleküle"  gelangt 
man  zu  Potentialen  mit  Wirheipunkten,  und  auf  mehrfach 
zusammenhängenden    Flächen,    wo    man    derartige    elektro- 

*)  F.  Klein,  Ueber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen und  ihrer  Integrale,  eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstel- 
lungen; Leipzig,  1882;  ferner  in  dessen  Vorlesung  über  Potentialtheorie, 
II.  Theil,  Sommersemester  1888. 
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motorische  Linien  als  in  sich  zurücklaufend  annehmen  kann, 
ohne  durch  dieselben  die  Fläche  in  getrennte  Stücke  zu  zer- 
schneiden, zu  überall  endlichen,  durch  Feriodicitätsmoduln 
unendlich  vieldeutigen  Potentialen.  — 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  nun  über  die  Inte- 
grale der  in  krummlinige  Coordinaten  transformirten  Differen- 
tialgleichung Au'j-'k^u  =  0  auf  geschlossenen  Flächen  anstellen, 
worauf  ja  schon  am  Schlüsse  des  III.  Theiles  hingewiesen 
wurde.     Hierzu  ist  jedoch  Folgendes  vorab  zu  bemerken: 

Während  ein  logarithmisches  Potential  auf  irgend  einer 
geschlossenen  Fläche  vermöge  der  conformen  Abbildung  ohne 
Weiteres  auch  ein  solches  auf  einer  über  der  Ebene  ausge- 
breiteten Riemann'schen  Fläche  liefert,  würde  man  hier  aus  der 
Lösung  einer  solchen  Differentialgleichung,  welche  zufolge 
I,  §  la,  S.  9,  die  Form  hat: 

(89)  d  f      dp  dg  \    ,jp_\  dp  dg \ 

^p\   YEG  —  F^  J       ^3  I     yuG  —  F^     J 


+  h'f{p,q)yEa  —  F''U=0, 

für  eine  geschlossene  krumme  Fläche  vielmehr  diejenige 
einer  anderen,  in  dem  Factor  f  abweichenden  Dfferential- 
gleichung  für  die  entsprechende  Riemann'sche  Fläche  über  der 
Ebene  erhalten,  weil  sich  hei  der  conformen  Abbildung  der 
Factor  von  u  in  der  Differentialgleichung  ändert  (cf.  I,  §  4). 

Physikalische  Probleme,  welche  hier  zur  Deutung  der 
Functionen  u  herangezogen  werden  können,  sind  einerseits 
bei  positivem  h^  die  Schwingungen  in  sich  geschlossener  sehr 
dünner  Luftschichten^  andererseits  bei  negativem  k^  die  statio- 
näre Wärmeströmung  in  einer  gegen  die  Umgebung  von  der 
Temperatur  0  frei  ausstrahlenden  geschlossenen  Fläche;  die  oben 
Diit  f{j9y  q)  bezeichnete  Function  ist  in  beiden  Fällen  überall 
positiv.  — 

Was  zunächst  den  zweiten  Fall  (mit  negativem  Jc^)  betrifft, 
so  gilt  hier,  wie  in  der  Potentialtheorie,  der  Satz,  dass  eine  auf 
einer  geschlossenen  Fläche  überall  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Lösung  nothwendig  eine  Constante  ist,  jedoch  mit  dem  wich- 
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tigen  Unterscliiede ,  dass  diese  Constante  hier  =  0  sein  muss, 
indem  ja  eine  andere  Constante  der  Differentialgleichung  nicht 
genügt.  Dementsprechend  ist  eine  Lösung  u  hier  vollständig 
bestimmt,  wenn  ihre  UnstetigJceiten  gegeben  sind,  ünstetig- 
keitspunkte  erster  Ordnung  können  in  beliebiger  Zahl  und 
mit  beliebigen  Intensitäten  vorgeschrieben  werden,  insofern  bei 
beliebig  gegebenen  Wärmezuleitungs-  und  Ableitungsstellen 
stets  eine  stationäre  Wämeströmung  eintreten  wird.  Insbeson- 
dere existirt  immer  eine  Hauptfunction  H^°^°  mit  einem  ün- 
Stetigkeitspunkte.  Zu  Lösungen  mit  ünstetigkeiten  höherer 
Art  würde  man  analog  wie  beim  logarithmischen  Potential 
durch  einen  Grenzübergang  gelangen.  Ueber  mehrdeutige 
Lösungen  lässt  sich  aus  dem  genannten  physikalischen  Vor- 
gange direct  nichts  erschliessen;  jedenfalls  kann  es  aber,  wie 
überhaupt  bei  unserer  Differentialgleichung,  Iceine  unendlich 
vieldeutigen  Lösungen  mit  constanten  Periodicitätsmoduln  geben. 
Ist  ¥  positiv^  so  verhält  es  sich  im  Allgemeinen  ebenso, 
wie  eben  erörtert  wurde.  Allein  für  eine  Reihe  discreter 
Werthe  Ä;^,  nämlich  für  die  im  IL  Theil  betrachteten  aus- 
gemchneten  Werthe,  giebt  es  auf  der  Fläche  überall  endliche 
und  stetige,  eindeutige^  nicht  überall  verschwindende  Func- 
tionen U]  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist  dann 
also  auch  nicht  vollständig  bestimmt,  wenn  ihre  ünstetig- 
keiten gegeben  sind.  Auch  können  die  letzteren  nicht 
beliebig  vorgeschrieben  werden,  wie  man  im  physikalischen 
Bilde  sieht,  da  beliebige  Schallquellen  von  der  Periode  eines 
Eigentones  der  Luftschicht  im  Allgemeinen  Schwingungen 
von  unbegrenzt  wachsefider  Amplitude  erzeugen  müssten.  Be- 
schränken wir  uns  auf  ünstetigkeitspunkte  erster  Ordnung, 
d.  h.  einfache  Schallquellen,  so  müssen  dieselben  so  vertheilt, 
resp.  ihre  Intensitäten  so  bemessen  sein,  dass  durch  die  in 
ihnen  wirkenden  Kräfte  bei  den  Eigenschwingungen  von 
gleicher  Periode  im  Mittel  keine  Arbeit  geleistet  wird,  was 
sich  mathematisch  durch  analoge  Bedingungen  für  die 
„Intensitäten"  a^  ausdrücken  würde,  wie  bei  berandeten  Be- 
reichen (vgl.  IV,  §4,  b);  diese  Bedingungsgleichungen  würde 
man    hier    durch    Anwendung    des    Green'schen    Satzes    auf 
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die  ganze,  durch  geeignete  Schnitte  einfach  zusammenhängend 
gemachte  Fläche  erhalten.  —  Für  die  Kugelfläche  vom 
Radius  Eins  sind  im  Falle  ¥  =  n{n -\-  1)  die  Kugelflächen- 
functionen  zweiter  Art  von  der  n*^°  Ordnung,  welche  Heine 
(Handbuch  der  Kugelfunctionen)  untersucht  hat,  Lösungen 
mit  Unstetigkeitspunkten,  die  jenen  Bedingungen  genügen, 
beispielsweise  ist  für  den  ausgezeichneten  Werth  h^  =  2 
(wo  also  n  =  \  ist)  keine  Lösung  mit  nur  einem  einfachen 
Unstetigkeitspunkte  möglich,  sondern  es  müssen  mindestens 
zwei  entgegengesetzte,  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
liegende  Unstetigkeitspunkte  vorhanden  sein,  wie  sie  in  diesem 
Falle  die  Kugelfläch enfunction  zweitre  Art  Qq  besitzt.  — 
Nach  dem  Vorstehenden  ist  auch  klar  ersichtlich,  weshalb 
wir  in  der  gewöhnlichen  Potentialtheorie  eine  Function  H 
mit  zwei  Unstetigkeitspunkten  einführen  mussten;  es  liegt 
nämlich  bei  dem  logarithmischen  Potential  auf  geschlossenen 
Flächen  immer  der  Fall  vor,  dass  eine  ausgezeichnete  Lösung: 
F=  Const.  existirt. 

Wie  wir  schon  am  Schlüsse  des  IIL  Theiles  bemerkten, 
werden  an  Stelle  der  unendlich  vieldeutigen  Functionen  mit 
Periodicitätsmoduln,  welche  in  der  Potential theorie  eine  so 
wichtige  Rolle  spielen,  bei  unserer  Differentialgleichung  offen- 
bar solche  treten,  welche  sich  bei  einem  vollen  Umgänge 
um  eine  ausgezeichnete  Lösung  vermehren.  Untersuchungen 
über  diese  Frage  sind  noch  nicht  vorhanden,  wie  überhaupt 
die  Integration  der  Differentialgleichung  £^u  -\- li^ ii  =  0  für 
geschlossene  Mannigfaltigkeiten  noch  kaum  bearbeitet  ist. 
JEs  würde  sich  ohne  Zweifel  in  dieser  Richtung  der  Forschung 
noch  ein  weites  und  aussichtsreiches  Feld  bieten. 
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